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論文要旨

集団運動は生物の普遍的な行動様式である．個体の間に相互作用が働くことで，秩序あ

る運動を行う群れが発生する．昆虫や鳥，魚など大型生物では，神経系を介した知覚によ

る相互作用が働くが，これを物理学的に定式化することは挑戦的な課題である．本研究で

は，実験によるデータが豊富に存在し，多様な集団パターンを見せる魚の集団運動に注目

する．生態学，生体運動学，神経科学などの知見を総動員し，魚種ごとのデータを整理す

ることで，様々な魚種に適用できる普遍的なモデルパラメタを整備する．このようなアプ

ローチにより，集団パターンの定性的な一致にとどまっていた先行モデルを超えて，物理

学で求められる普遍性と生物学で重視される実験との定量的な一致を兼ね備えた包括的な

理論を構築する．以下は，本研究の 4テーマについての概要である．

巨大回転魚群のモデル化：魚群は多様な回転パターンを示し，その大きさは体長の数十倍

を超える．本論文の第 5章では，巨大回転魚群を再現するために，各個体が相互作用でき

る相手の数を制限した自己駆動粒子モデルを導入する．このモデルに自律的な引力相互作

用の制御を組み込むことにより，球状，トーラス状，リング状などの体長の数十倍以上の

大きさの巨大回転魚群を再現する．さらに，個体数とクラスターの大きさとの間にスケー

リング則が成立し，実験結果とよく一致することを示す．また，第 6章では，重力場の感

知による鉛直方向運動の抑制をモデルに取り入れることで，トーラス状クラスターが鉛直

方向に大きく伸長した円柱状の回転魚群を再現する．これらにより，長距離相互作用や各

個体のカイラリティを仮定することなく，巨大回転魚群の形成メカニズムを解明する．

逆カルマン渦を介した相互作用のモデル化：魚が他の個体の尾ヒレから放出される渦を群

れ運動の中でどのように利用しているかは，長年の未解決問題であった．第 8章では，渦

を介した流体相互作用により魚が尾ヒレの運動を制御するメカニズムを解明するため，能

動的に運動する平板を備えた個体によるモデルを導入する．単独個体に対して，本モデル

は，遊泳速度と尾ヒレの運動の振動数の線形関係に加え，速度，尾ヒレの運動の振幅，振

動数の分布を再現する．2個体の場合，前後距離および尾ヒレの運動の位相差に対する確

率分布，およびエネルギー散逸率は周期的パターンを示し，実験とよく一致することを示

す．さらに，2個体が流体相互作用により自発的に距離と位相差を調整し，エネルギー消費

を低減することを示す．

選択的意思決定を考慮した視覚モデルの構築：魚の集団運動において，視覚情報は相互作

用を決定する上で極めて重要な役割を果たす．近年の実験により，魚類や昆虫などの生物

は，視覚情報の一部のみを選択的に利用することが明らかになってきた．第 10章では，近

傍の個体の像から得られる視覚刺激によって，視覚の注意の方向が誘導される自己駆動粒

子モデルを構築する．本モデルは，2個や 3個の標的の間の距離が増加する際に，魚が標

的を選択的に追従する分岐現象を再現する．さらに，多数の個体の群れでは，4つの定常的

な集団パターンを示す．また，像の位置関係による視覚の遮蔽の効果を検討することによ
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り，視覚相互作用のトポロジカルな性質から，第 5, 6章の現象論的相互作用について考察

する．これらにより，既存の実験結果との包括的比較を通じて，視覚相互作用の役割を明

らかにする．

視覚相互作用のボルツマンアプローチによる定式化：視覚情報を介した相互作用は，本質

的に非局所的であり，遮蔽の影響により多体的相互作用となるため，数値計算では巨大な

群れを扱うことが難しい．第 12章では，非局所的視覚相互作用を取り入れたボルツマン方

程式を導入する．遮蔽効果は粗視化された密度場を介して自己無撞着的に扱われ，これに

より相互作用は有効的な 2体相互作用となる．配向相互作用の強度をパラメタとして，秩

序－無秩序の転移点を解析的に導出し，遮蔽効果が転移しきい値を上昇させること，遮蔽

効果は数密度や相互作用範囲を無限大にしても消失しないことを示す．さらに，本モデル

は局所相互作用モデルと同様に不連続転移を示すが，非局所性によってその不連続性が弱

められることを示唆する．

以上により，複雑な知覚行動が関与する魚の相互作用を，実験的知見に基づきモデルの構

築へと結びつけ，得られた結果を実験結果と比較・検証するという研究プロセスの有用性

を示す．本研究は，他の生物種への拡張に加えて，集団ロボットやドローン群の制御への

応用も期待され，知覚と運動の相互作用による群れの理解に資する重要な基盤となり得る．
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1 序論

1.1 集団運動とは

生物の群れのように，多数の自発的に運動する要素が相互作用することで集合し，秩序

を形成して運動する現象を集団運動とよぶ [1]．図 1 に数例を示す．群れをなす生物学的

な利点は，多くの生物種で観測される効率的な採餌行動・繁殖，アリやハチにおける社会

性カーストの構築，魚や鳥などに見られる捕食者に対する防衛，周囲の流体からの抵抗の

削減などが挙げられる [2]．

このような集団運動を特徴付けるためには，個々の個体の挙動と群れ全体の運動の双方

図 1: 様々な生物の集団運動．(a)平原を進行するサバクトビバッタの群れ．(b)回転する

グンタイアリの群れ．(c)隊列を組むウシバナトビエイの群れ．(d)渦状のギンガメアジの

群れ．(e)捕食者の大型の鳥から逃げるムクドリの群れ．(f)草原を進行するシマウマの群

れ．(g)歩道橋で 2列に別れ歩くヒトの群れ．(h)その場でとどまり個々の向きがバラバラ

なヒツジの群れ．図は [1]より許可を得て転載．
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化学物質
情報
流体の流れ

視覚

認知
神経系の発火

分子モーター
の構造変化

行動

相互作用

配向接近 衝突回避

群れの運動

図 2: 集団運動の要素の模式図．集団の中で各個体は情報を知覚し，それをもとに行動に

移すことを繰り返す．この各個体の複雑な運動の変化が多様な集団運動を生み出す．情報:

化学物質の濃度勾配を利用するバクテリア．視覚情報を用いる鳥．流体の流れを読み取る

魚．知覚: 化学物質に反応して構造変化する分子モーター．網膜などの神経器官から送ら

れる電気信号によって発火するニューロン．行動: 群れに接近する魚．衝突回避をする鳥．

互いの向きを揃えるアリ．

を理解する必要がある．この理解のプロセスには「個体」，「情報」，「知覚」，「行動」，「群

れの運動」という要素が含まれる (図 2)．各個体同士がどの情報をどのように知覚するか，

そこでどのような行動が生まれ，群れ全体の運動としてどのように表現されるのか．集団

運動を記述するためには，これらを理解することが大きな目標となる．

換言すれば，集団運動を定量的に評価することは，ミクロからマクロを理解する統計物

理学的発想が必要不可欠ということができる．よく知られた強磁性体の自発磁化 [3]にな

ぞらえれば，個体は「スピン」に，情報は「スピンの向き」，知覚は「交換相互作用」，行

動は「互いにスピンの向きを揃える」，群れの運動は「スピンの向きの揃ったドメインが形

成される」と対応させることが可能である．一方で，生物の集団運動の場合は，知覚，行

動の部分の複雑さが理解をより一層困難にしている．すなわち，知覚は神経系を媒介とす

るネットワークからなることも多く，行動は主に生物種の体の構造や習性に依存するため，

これらが物理的記述の困難性をもたらしている．

1.2 集団パターンの普遍性と分類

このように，情報，知覚，行動という集団運動の要素は生物種に大きく依存するため，集

団運動は普遍性を旨とする物理学に昇華しにくいとも考えられる．しかし，この相互作用

の複雑さにもかかわらず，集団運動のなすパターン形態には一定の普遍性が存在する [1,4]．

以下では，このパターン (形態)のことを集団パターンと呼ぶこととし，ここで集団パター

ンの分類について述べる．
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集団パターンは空間次元と秩序に基づき分類することが可能である．空間次元は，その

集団が 2次元空間 (図 1(a), (b), (f), (g), (h))，3次元空間 (図 1(c), (d), (e))のどちらに

存在するかを示す．他方，群れの秩序は，強磁性体のスピンの配向秩序などと同じく，系

の整然さを表現する．群れの秩序は，集団パターンそのものと密接に結びついている．例

えば，

・(i)互いに向きがバラバラで配向の秩序がないもの (図 1(h))

・(ii)互いの向きが揃っており配向秩序を持つもの (図 1(a), (c), (e), (f), (g))

・(iii)一方向に回転する構造を持つもの (図 1(b), (d))

がある [4]．

このようにして，マクロな集団パターンに関しては一定の分類が可能であるが，ミクロ

の部分である相互作用は上述の通り生物種に依存する部分が大きく，その普遍的な記述の

可能性についてはまだまだ研究が進んでいない．集団運動の研究には，どのような相互作

用が多様な集団運動を支えているのか，要素となる相互作用の本質を理解することが望ま

れる．その要素を抽出するためにも，本研究では特に多様な集団パターンを見せる魚の群

れ (魚群)を対象とする．本研究は，相互作用の普遍性の理解のための基礎的な知見を与え

るものとして位置づけられる．

以下，この第 1章では，魚群の特徴について他の生物との比較を概観した後，集団運動

一般を記述する基礎的な理論的概念や手法を導入する．

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

図 3: 様々な魚の群れのパターン．(a), (b) ゴールデンシャイナーの群れ [5]．(a) 円板状

の回転パターン．(b) 向きの揃った配向パターン．(c) イワシのトーラス状の回転パター

ン [6], (d) ギンガメアジの円柱状の回転パターン [7], (e), (f) オニカマス [8] の群れ．(e)

球状の回転パターン．(f)向きの揃った配向パターン．図はそれぞれの文献より許可を得て

転載．

3



1.3 魚群の集団パターン

魚は様々な集団パターンを示すことで知られる [5–8]．特に，その大きさは体長の数十倍

の大きさを持つ [6]．図 3にいくつかの一例を示す．図 3(a), (b)は浅い川や湖に生息する

淡水魚の群れを浅い水槽で遊泳させた時の集団パターンである．水槽は浅いため，魚同士

が鉛直方向に重なりにくく準 2 次元系とみなすことができる．この場合，(a) 円板型の回

転パターン，(b)配向パターンが見られる．図 3(c), (d), (e), (f)は巨大水槽や海中での海

水魚の群れの集団パターンである．配向パターン (図 3(f))に加え，回転パターンに関して

は，トーラス状 (図 3(c)，特に中心の穴が比較的小さい状態が慣習的にトーラス状と呼ば

れる)，円柱状 (図 3(d))，球状 (図 3(e)) というように，その形状は極めて多彩である．球

状回転パターンはベイト・ボール (bait-ball，直訳は「餌の玉」)と呼ばれ，捕食者から身

を守るときに見られる典型的なパターンである [8]．以下では，回転パターンと配向パター

ンそれぞれの特徴について述べていく．

1.4 配向パターンの特徴

「向きが揃っている」という場合，広い意味では一般に 2種類の配向パターンが考えられ

る．各個体が極性を持つ場合と極性を持たない場合が存在する．極性を持たず配向パター

ンを作る生物として大腸菌が挙げられる [9]．大腸菌は棒状の菌体を持っており，べん毛を

用いて一定の向きに運動する．2個の大腸菌が衝突した場合に，衝突角度が鋭角か鈍角か

に応じて，運動の向きが平行にそろう場合と反平行にそろう場合の 2パターンの配向様式

が生じる (図 4(a))．つまり，菌体の頭部と尾部が区別できない対称的な形状を持つため，

平行にも反平行にも方向を揃えることが可能である．図 4(b) のような極性を持たない配

向パターンは，同じく極性を持たず配向するネマチック液晶 (図 4(c)) [10]との類似から，

ネマチック型の配向パターンとも呼ばれる．

一方で，魚を含め脊椎動物や甲殻類，昆虫などの動物は，個体が頭部と尾部が区別でき

るという意味で極性を持ち，平行に向きを揃えた群れを作る．つまり，この場合は群れ全

(a) (b) (c)

図 4: (a, b)ネマチック型の配向パターンをなす大腸菌の変異株の群れ [9]．(a)2個体が向

きを揃える様子．上図は運動の向きが同じ場合．下図は運動の向きが逆の場合．(b) 群れ

のスナップショット．色のついた線は各個体をトレースしたときの軌跡を表す．(c) ネマ

チック液晶の概念図 [10]．図はそれぞれの文献より許可を得て転載．
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(a) (b)

図 5: 特定の方向に回転する群れ．(a)ウニの精子 [12]，および (b)微小管 [13]の集団にお

ける準 2次元系 (トレー上)での格子状に並んだ渦．(a)と (b)の両方で基板上方から見て，

時計回りの渦ができている．図はそれぞれの文献より許可を得て転載．

体が極性を持って一つの向きに進行する．魚群もこの極性配向パターンを示す．また，極

性を持つ個体の配向機構は，大腸菌の場合のような力学的な相互作用だけではなく，視覚

を通じた相互作用など，より複雑なものであると考えられる．

以下では，「配向パターン」や「向きが揃う」という用語は断りがなければ，各個体は頭

の向きに進行し，各個体間で運動の向きが揃っていることを意味するものとする．

1.5 回転パターンの特徴

魚群の回転パターンの特徴を明らかにするために，他の生物の系との比較を行う．ま

ず，各個体が持つ構造上の特徴に起因して，集団では特定の方向に回転する系が存在す

る [12,13]．精子の場合，平面基板上で集団では，遊泳時の鞭毛のらせん状の回転運動によ

る基板との流体相互作用を介して，基板上方から見て時計回りの渦が生じる (図 5(a)) [12]．

また別の例として，微小管と呼ばれる生体フィラメント (弾性棒状の生体分子)は，キネシ

ンと呼ばれる分子モーターによって動かされる．このとき，微小管のらせん状の分子構造

に起因して固有の回転方向を示す．従って，多数の微小管が平面基板上に存在する系では

基板上方から見て時計回りに回転する渦を形成する (図 5(b)) [13]．

続いて，系の形状や境界との相互作用によって時計回りと反時計回りの両方の回転が生

じる系を考える [14,15]．枯草菌と呼ばれるバクテリアの群れは，円形トレーに入れられた

際に渦を生じる (図 6(a))．図 6(b)にあるように，境界付近の流れ場はバルク中心付近の

渦の流れ場と逆向きであることがわかる (図 6(c)も参照)．この境界付近にいる枯草菌が境

界壁に対して一定方向に傾いて整列し，後方に向かって流れ場を生じさせるため，バルク

中心付近の渦が安定する (図 6(d))．つまり，この渦は円形の境界が存在するために，安定

に保たれる．枯草菌が境界壁に対してどちら向きに傾くかは初期条件に依存してランダム

に決まるため，この系では，個体と境界との相互作用によって回転方向の対称性が自発的

に破れていると言える．実際，この渦は時計回り，反時計回りが等確率で生じる．

一方で魚の場合，渦が生じる原理は上記 2つとは異なっている．例えば，浅い水槽での

淡水魚 (ゴールデンシャイナー)の群れの観測から，群れは固有の回転方向を持たず，時計

回りと反時計回りの渦が等確率で生じることがわかっている [16]．加えて，図 3(c), (d),

(e), (f)などからもわかるように，渦は巨大水槽や海中で形成され，水槽の壁や海岸，海面
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(a)

(b)

(c)

(d)

図 6: 円形トレーに閉じ込められたの枯草菌の群れ．(a)実験のスナップショット．矢印は

枯草菌の群れを懸濁液とみなしたときの流体速度場を表す．(b)境界付近の拡大図．(c, d)

渦形成の概念図．(c)は境界付近とバルク中での枯草菌の配向の様子を示す．図は [14]よ

り許可を得て転載．

といった境界からは十分に離れているため，境界の存在は回転パターンの形成に必要では

ない．このように，魚群は個体間の相互作用のみによって自発的に対称性を破り，回転パ

ターンを形成している．

1.6 群れの秩序変数

集団パターンを定量的に評価するための秩序変数を導入する．まず，群れの向きの揃い

具合を表現する秩序変数として配向秩序変数 P があり，一般に以下のように書かれる [16]．

P =
1

N

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

v̂i

∣∣∣∣∣. (1)

ここで，N は個体数，i = 1, 2, · · · , N は個体番号，v̂i = vi/|vi|は個体 iの規格化された

速度ベクトル (運動の向きを指す単位ベクトル)である．この P は式 (1)の定義からわか

るように 0から 1までの値を取り，P = 0は個体間の向きが完全にランダムな集団パター

ン，P = 1は向きが完全に一致している配向パターンに対応している (図 7(a))．

また，2次元系に限定する場合は，v̂i と x軸のなす角を θi とすれば，v̂i = (cos θi, sin θi)

となるため，複素表示で

P2D =
1

N

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

eiθi

∣∣∣∣∣ (2)

と書かれることも多い [17]．ちなみに，先ほどの大腸菌の群れ (図 4(b))のようなネマチッ

ク型の配向パターンは，個体に極性がないので

S2D =
1

N

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

e2iθi

∣∣∣∣∣ (3)

で定義されるネマチック秩序変数が 1に近い配向パターンとして定量化できる [11]．
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図 7: 秩序変数と集団パターンの対応関係．(a)配向秩序変数 P，(b)回転秩序変数M と

集団パターンの対応．(c)150匹，300匹のゴールデンシャイナーの群れでの秩序変数の時

間発展 [16]．青の線が P，赤の線がM を表す．図は [16]より許可を得て転載．

続いて，群れの回転の向きのそろい具合を表す回転秩序変数M は次のように定義され

る [16]．

M =
1

N

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

ĉi × v̂i

∣∣∣∣∣. (4)

ここで，ĉi = ci/|ci|は群れの重心を基準とした個体 iの相対位置ベクトルを規格化したも

のである．すなわち，個体 i の位置を ri としたとき，系の重心は rG = 1
N

∑N
i=1 ri であ

り，ci = ri − rG と定義している．ĉi × v̂i は重心周りの角速度に平行なベクトルとなる．

配向秩序変数 P と同様にM も 0から 1までの値をとる．M = 0は直線上の配向パター

ンや各個体が同一の速度で進行する対称性のよい配向パターンなどで実現し，M = 1は重

心を中心とした同心円上を同一方向に回る回転パターンで生じる (図 7(b))．ただし，必ず

しもすべての回転パターンに対してM ≈ 1になるとは限らない．例えば，回転する群れの

中に時計回りと反時計回りの個体が同数だけ存在する場合はM = 0となる．このような，

2つの回転方向が 1つの群れに同時に存在する回転パターンとしては，ミクソバクテリア

の群れで知られている [18]．

図 7(c) は，数百匹の淡水魚の群れで P とM を実際に測定したときの時間発展の様子

で [16]，群れのパターンを見ずとも秩序変数の変動から配向パターン，回転パターンがど

の時刻で出現しているかが定量的にわかるようになっている．

1.7 自己駆動粒子

集団運動を記述するための概念として自己駆動粒子を導入する．自己駆動粒子とは端的

に言えば，自己の内部に蓄えたエネルギーを運動のエネルギーに変換して外部から特定の
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図 8: 自己推進項の解釈．d|v|/dt を |v|の関数としたとき，式 (7)，式 (9)はそれぞれ (a)，

(b)のようにプロットできる．このとき，d|v|/dt > 0となるような |v|では，時間発展の
後，|v|は増加するとわかり (赤の矢印)，d|v|/dt < 0となるような |v|では，|v|は減少
するとわかる (青の矢印)．従って，時間発展によって |v|は v0(オレンジの点)に近づいて

いく．

向きの駆動力を受けることなく推進する粒子のことである．自己駆動粒子は理論的な概念

であり，その実例として人工的な粒子 [19, 21,22]と生物個体がある．

1.7.1 集団運動のモデル化

自己駆動粒子モデルの基本的理念は，自己推進する粒子の間に相互作用が働くことで，

多粒子系では多様な集団運動が形成されると考えることにある [17,20]．従って，各粒子の

時間発展の方程式を定式化する上では，自己推進の項と相互作用の項をどのようなものに

するかが重要になってくる．相互作用の定式化についてはモデルによって多種多様である

ため，後に詳しく述べる．自己推進の定式化についてまとめる．

自己駆動粒子の運動の時間発展方程式は，連続時間発展型 [24,25]と離散時間発展型 [17]

の 2種類に大別される．連続時間発展型は運動方程式を模しており，粒子 i (位置 ri，速度

vi)の運動は
dri
dt

= vi,
dvi
dt

= Fself,i + Fint,i (5)

という微分方程式で記述される．ここで，Fself,i が自己推進の速さを決定する項，Fint,i

は相互作用を表す項である．Fself,i のよくある定式化として，速度 vi で展開した非線形

型 [25]

Fself,i = α(v20 |vi| − |vi|3)v̂i (6)

が存在する (時間依存ギンツブルグ・ランダウ方程式 [3]における磁化や超伝導での波動関

数といった秩序変数が，速さ |vi|に置き換わったものとみなせる)．ただし，α, v0 は正の
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定数であり，̂vi = vi/|vi|である．式 (6)の物理的意味は，相互作用がない状況 (Fint,i = 0)

を考えると明快である．この場合，自己推進の方向は一定なので，速度 vi(= |vi|v̂i)の方
程式は速さ |vi|の方程式に還元できて

d|vi|
dt

= α(v20 |vi| − |vi|3) (7)

となる．このとき，左辺と右辺の関係は常微分方程式の図式化 [26]によって図 8(a)のよう

に表され，速さが |vi| → v0 にダンピングする性質を持っているとわかる．つまり，式 (6)

は，各粒子が速さ v0 で自己推進しようとしていることを表現している．

また，この非線形型の力の表式 (6)の |vi| → v0 にダンピングする性質をより簡単に定

式化したものとして線形型 [24]

Fself,i = α(v0 − |vi|)v̂i (8)

もよく用いられる．この場合，相互作用がない場合は，

d|vi|
dt

= α(v0 − |vi|), (9)

という自己推進の速さの方程式となる．これは，非線形型を v0 の周りで線形化したもので

あり，図 8に示すように，やはり |vi| → v0 にダンピングする．

一方で，離散時間発展型では，一般に粒子の速さ v0 は一定で，粒子の運動の向きのみが

相互作用で変化していくことが一般的である．つまり，離散時間発展型では，速さは一定

値に緩和しているとみなして考えている．離散時間ステップを ∆t として，粒子 i の時間

発展は
ri(t+∆t) = ri(t) + v0v̂i(t)∆t, v̂i(t+∆t) = v̂i(t) + Fint,i(t)∆t (10)

として記述される．

1.7.2 アクティブコロイド粒子

本研究は生物系を例とする自己駆動粒子モデルに主眼を置くが，ここで人工的な粒子の

例についても触れておく．代表的な例がヤヌス粒子などのアクティブコロイド粒子と呼ば

れるものである [19]．ヤヌス粒子とは，図 9(a, c) にあるような，半分が別の物質でコー

ティングされたコロイドである．これらは，化学物質 (過酸化水素)の濃度勾配によって駆

動し，集合・分離を繰り返すような集団運動を見せたり (図 9(b)) [21]，交流電場をかけ

た時の金属部の静電誘導と誘電体部の誘電分極による電気的性質の違いから回転駆動力を

得て (クインケ効果と呼ばれる)，列状や数珠状の集団運動を示す (図 9(d)) [22]．このよ

うな人工的な粒子を用いる利点としては，粒子間の相互作用が理論的に導出可能で，実験

的にも相互作用を支配するパラメタを調整しやすいという点にある．つまり，どのような

集団パターンがどのような相互作用によって生じるのか，生物学的複雑さを介さず明確に

定量化できるということである．また，コロイドの半球部分をコーティングするのではな

く，コーティングされた四角錐や八面体のコロイドを直接的に球状コロイドに付けること

で，コロイドのカイラリティに依存した複雑な集団パターンをもたらすカイラルヤヌス粒

子 [23]も考えられている．
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(d)

(a) (b)

(c)

図 9: ヤヌス粒子とその集団運動の例．(a)金のコロイドにプラチナをコーティングしたヤ

ヌス粒子 [19]．(b)図 (a)の粒子の集団運動のスナップショット [21]．(c)二酸化ケイ素の

コロイドにチタンをコーティングしたヤヌス粒子 [22]．(d) 図 (c) の粒子の集団運動のス

ナップショット [22]．図はそれぞれの文献より許可を得て転載．

1.8 Vicsekモデル

自己駆動粒子を用いたモデル化の具体例として，Vicsek モデル [17] に触れる．Vicsek

モデルとは，配向パターンを出現させる最も単純な離散時間発展型モデルの１つである．

歴史的には，2次元 2自由度の古典スピンモデル (XYモデル) [27]において，スピンが自

己推進するようなモデルとして Vicsekモデルが提案された．2次元の Vicsekモデルでは，

式 (10) において，位置 ri = (xi, yi)，向き v̂i = (cos θi, sin θi) とする．向きの時間発展

は，x軸からの角度 θi の時間発展の式

θi(t+∆t) = θi(t) + Arg

 ∑
j∈Vi(t)

eiθj(t)

+∆θi(t) (11)

に置き換えて定式化される．ただし，相互作用半径を Rとして，Vi は粒子 iから見て半径

r < R の領域の中に入っている粒子の集合であり，図 10(a) に具体例を示す．式 (11) の

右辺第 1,2項は，半径 r の領域に入っている粒子の向き (角度)の平均値に粒子 iが向きを

変更することを意味している．言い換えれば，近傍にいる粒子たちから向きの情報を読み

取り，自身もそれらの粒子と向きを揃えようとするということが定式化されている．また，

∆θi は [−η/2, η/2] の範囲を持つ一様分布から採択される角度のノイズである．このノイ
ズの役割は，生物学的に言えば，必ずしも正確に各個体の向きを理解し正確に平均の方向

を向くわけではないという限界を表現している．あるいは，平衡スピン系の熱揺らぎに相

当する役割を持っているといってもよい．

このようなモデルを用いて実際にシミュレーションした結果が図 10(b, c) に示してあ

る．ただし，初期条件は図 10(b)のように位置，向き共にランダムで，境界条件は周期境
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図 10: Vicsekモデルの概要．(a)式 (11)の概念図．二等辺三角形は自己駆動粒子を表現し

ており，等長辺の交わる頂点が頭に対応する．この状況では Vi = {j2, j3, j4, j5, j6}で
ある．(b)シミュレーションの初期状態．(c)シミュレーションボックスの辺の長さ L = 5

における R = 1, v0 = 0.03, η = 0.1でのスナップショット [17]．図は [17]より許可を得

て転載．

界条件を課している．時間発展の後に，マクロ極限で秩序変数が一定値となる動的定常状

態になり，図 10(c)のような配向パターンが生じる．定性的には，配向パターンは系の密

度が高くノイズが小さいときに生じやすい (逆の場合は各粒子の向きがランダムな群れが

生じる)．定量的に言えば，式 (2)の配向秩序変数 P2D は系の密度が高くノイズが小さい

場合，P2D ≈ 1になる．

1.8.1 Vicsekモデルの発展

この Vicsekモデルは比較的シンプルな定式化がなされているため，気体分子運動論的考

察によって粗視化し，連続体化することが可能である．すなわち，気体分子運動論のボルツ

マン方程式 [28]を，Vicsekモデルにおける粒子の “衝突”による角度変更のプロセスに適

用すれば，状態変数の確率分布の時間発展方程式が得られる．さらに確率密度から速度の

期待値を導入することで，流体力学的方程式を導くこともできる [29]．また，流体力学的

方程式をくりこみ群の手法を用いて解析することで，Vicsekモデルの統計的性質が解析的

に定量化される．例えば，配向秩序変数は長距離秩序を持つことが示されている [30, 31]．

これは，強磁性体における 2次元の XYモデルがMermin-Wagnerの定理によって磁化の

長距離秩序が禁止されていること [27] と比較すると驚くべきことである．すなわち，平衡

スピン系とは違い，配向の長距離秩序の発生は，要素が運動することや詳細釣り合いの関

係式が成立していないことからくる非平衡系特有の挙動である．

また，Vicsekモデルは容易に様々な拡張を施すことが可能である．例えば，Vicsekモデ

ルを 3次元に拡張した場合でも，配向パターンが得られている [32]．あるいは，2次元の

Vicsekモデルに斥力，引力相互作用を加えることも可能である [33, 34]．具体的には，角

度の時間発展の式を

θi(t+∆t) = θi(t) + Arg

α ∑
j∈Vi(t)

eiθj(t) + β
∑

j∈Vi(t)

f(|rij(t)|)eiθij(t)
+∆θi(t) (12)
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図 11: 2 次元の Vicsek モデルに斥力，引力相互作用を加えたモデルのシミュレーショ

ン [34]．(a)図 (b, c)に至る途中経過．いくつかの小クラスターに分裂しようとしている．

(b)静止した群れ．(c)凝集した配向パターン．(d)図 (a)の線状部分の拡大図．図は [34]

より許可を得て転載．

とする．ここで，rij = ri − rj , r̂ij = rij/|rij |で，θij = r̂ji · ex は粒子 iから粒子 j に

向かう方向を x軸から測った角度である．f(|r|)が相互作用の性質や強度を決める役割を
果たし，次の形をとる．

f(|r|) =


−∞ [|r| < rr],
1
4

|r|−re
ra1−re [rr < |r| < ra1],

1 [ra1 < |r| < ra2].

(13)

つまり，|r| < reでは斥力 (|r| < rrでは強い斥力)が，re < |r| < ra2では引力 (ra1 < |r| <
ra2 では強い引力)が生じる．ただし，それぞれのパラメタの関係は rr < re < ra1 < ra2

である．このモデルでは，凝集し静止した群れや凝集した配向パターン (図 11)などが得

られている．加えて，図 5(b)で示した微小管の巨大な渦は，Vicsekモデルをネマチック

な相互作用に拡張した角度の時間発展方程式に，固有の角速度 ω0 を加え，

dri
dt

= v0
ri
|ri|

(14)

dθi
dt

= ω0 +
α

|Vi(t)|
∑

j∈Vi(t)

sin(2(θj − θi)) (15)

というように微分方程式化することでも再現できることが知られている [13]．ここで，α

はネマチック配向相互作用の強さを表すパラメタである．
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運動学的知見

生理学的知見

第5章，第6章

第2章，第3章

第8章 第10章

第12章

観測による知見

驚愕反応

引力の消失

脊髄神経回路

渦の構造

尾の運動の普遍性

トポロジカル相互作用

網膜・視神経回路

選択的意思決定

巨大回転魚群のモデル 渦を介した同期モデル 視線の運動のモデル

視覚相互作用の解析計算

現象論的な力の分布

現象論的相互作用の再考

図 12: 本論文の全体像．上段が本研究で用いた実験による知見．観測による知見，運動学

知見，生理学的知見で分類した．下段が本研究で構築したモデル．

1.9 本研究の目的

ここまでで集団運動，集団パターンの多様性と，それらを記述するための自己駆動粒子

によるモデル化の概念等を見てきた．上述した自己駆動粒子モデルの代表例である Vicsek

モデルは，配向パターンが配向相互作用のみで出現することを示し，モデルもシンプルで

あるため解析的計算で得られるものも多い．しかし，問題点として，実際の生物がそのよ

うな相互作用を示すのか，直接的に当てはめ理解することが難しいという点が挙げられる．

そこで，より実験との対応を明確にしたモデルの構築が重要になってくる．このために，

本研究では観測データが豊富に蓄積されており，定常的で多様な集団パターンを示す魚群

を集中的に研究する．本研究の目的は，魚群のモデルを構築し，それを実験結果と定量的

に比較することである．特に，回転魚群の発生メカニズムと，流体相互作用を介した魚群

のエネルギーコスト削減戦略のメカニズム，視覚情報を介した選択的な相互作用による集

団運動の発生メカニズムを提示する．

本論文の構成は以下の通りである．図 12は本論文の全体像である．

• 第 2章では，魚の基本的な遊泳機構に関する実験事実を整理する．

• 第 3章では，魚間相互作用の分類と機構について述べる．

• 第 4章では，回転パターンを扱った先行モデルと問題点について述べる．

• 第 5章では，巨大な回転パターンをもたらすモデルを提示し，その性質を議論する

とともに数値シミュレーションの結果を述べる．

• 第 6章では，重力場を付加したときの回転パターンの変化等について述べる．
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• 第 7章では，遊泳のモデル化，流体相互作用を介したモデル化の先行研究と問題点

について述べる．

• 第 8章では，逆カルマン渦を介した相互作用のモデル化を提示し，数値シミュレー

ションの結果を述べる．

• 第 9章では，現象論的に選択的意思決定を再現したモデルの先行研究と課題につい

て述べる．

• 第 10章では，視覚神経系に基づいた視線の運動を定式化したモデルを提示し，少数

匹での選択的な意思決定と多数匹での集団パターンの両方について数値シミュレー

ションの結果を述べる．

• 第 11章では，Vicsekモデルを発展させたボルツマン方程式とその解析手法につい

て述べる．

• 第 12章では，視覚相互作用を導入したボルツマン方程式の構築と，相転移点の理論

的性質の解析を述べる．

• 第 13章では，本研究の結論を述べる．
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2 遊泳の機構

この章では，魚の自己駆動粒子モデルや流体相互作用を考える上での基礎となる魚の遊

泳機構について，実験的な知見をまとめる．また，以下では「BL」は体長を意味するもの

とする．

2.1 魚種と泳法

我々の身の回りには多様な形状の魚がいることから想像できるように，魚の遊泳には

様々な泳法が存在する [35]．魚の泳法には大きく分けて 2種類が存在し，胴体から尾ヒレ

にかけての部分を動かす BCF(Body-Caudal Fin) 型泳法と，尾ヒレ以外のヒレを動かす

MPF(Median-Paired Fin) 型泳法に分類される [36, 37]．さらに，BCF 型泳法は 5 つの

型，MPF型泳法は 7つの型に分かれる (図 13)．ただし，前者は運動部分が連続的に変化

し 5つの型は重なり合うのに対し，後者は特定のヒレを動かすため運動領域は離散的で 7

つの型は明確に区別される．以下では，多くの魚種が含まれる BCF 型泳法に着目する．

(MPF型泳法については図 13(b)とそのキャプションを参照．)

2.1.1 BCF型泳法

BCF型泳法の 5つの型は以下の通りである (図 13(a))．

(b)

(a)

図 13: 様々な遊泳型 [37]．斜線部が運動領域である．(a)BCF 型泳法．(b)MPF 型泳法．

MPF型泳法はヒレをうねらせるもの (上段)と振動させるもの (下段)に分かれている．左

から，胸ビレ (pectoral fin)を用いるエイ型 (Rajiform)，ハリセンボン型 (Diodontiform)，

ベラ型 (Labriform)，背ビレ (dorsal fin) を用いるアミア型 (Amiiform)，臀ビレ (anal

fin) を用いるナイフフィッシュ型 (Gymnotiform)，臀ビレと背ビレを用いるカワハギ型

(Balistiform)，フグ型 (Tetraodontiform)に分類される．(アミアとナイフフィッシュは古

代魚に分類される淡水魚である．) 図は [37]© [1999] IEEEより許可を得て転載．
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図 14: BCF 型泳法の模式図 [38]．上段が 1周期分の時間発展のシルエット，下段が体の

中心線の時間発展を示す．上段のシルエットの上の単位 [L/s]は 1体長 (1[L])を長さの単

位としたときの遊泳速度の単位であり，シルエットの下には尾ヒレの運動周期を示す．左

から，ウナギ型泳法のウナギ属，準アジ型泳法のブルーギル属，アジ型泳法のサバ属，マ

グロ型泳法のスマ属 (マグロの仲間) を示す. 図は [38]より許可を得て転載．

1. ウナギ型泳法 (Anguilliform): 胴体から尾ヒレにかけての大部分を波動的に運動さ

せる．ウナギに加え，多くのサメもこの型に分類される．

2. 準アジ型泳法 (Subcarangiform): ウナギ型とマグロ型の中間で，ウナギ型により近

い泳法がこの型である．体の中心前部から尾ヒレまでを波動的に動かす．ブルーギ

ルといった淡水魚や，マス，タラなども準アジ型に分類される．

3. アジ型泳法 (Carangiform): ウナギ型とマグロ型の中間で，マグロ型により近い泳

法がこの型である．体の中心後部から尾ヒレまでを波動的に動かす．アジやサバ，

ニシンなどが分類される．

4. マグロ型泳法 (Thunniform): 尾ヒレの近傍を波動的に運動させる．マグロやカジキ

に見られる型である．

5. ハコフグ型泳法 (Ostraciiform): 尾ヒレを振動させる泳法．ハコフグなどが分類さ

れる．

特に準アジ型，アジ型，マグロ型泳法に多数の魚種が含まれる．図 14にハコフグ型泳法以

外の BCF型泳法の時間発展を示す [38]．
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2.2 流体力学的指標

この節と次の節 (2.3節)では，魚一般の遊泳に関する普遍的な性質について述べる．水

中で尾ヒレを動かして遊泳する魚を物体とみなしたとき，流体中を振動する物体とみなす

ことができる．一般に流体中の振動物体に関する流体力学的指標 (無次元量)は 2つ存在す

る [39]．

１つは，流体中の慣性力の強さと粘性力の強さの比であるレイノルズ数

Re =
ρU2/L

ηU/L2
=
UL

ν
(16)

である．ここで，ρは流体の密度，η は流体の粘性係数，ν = η/ρは動粘性係数，U は代表

的な流速，L は物体の代表的な長さである．つまり，粘性流体の運動を記述するナビエ・

ストークス方程式において，ρU2/Lは慣性項 ρ(v ·∇)v のオーダー評価に対応し，ηU/L2

は粘性項 η∆v のオーダー評価に対応する．

もう１つは，振動による物体の速度と流速の比であるストローハル数

St =
2Af

U
(17)

である．ここで，Aは振動の振幅，f は振動の振動数である．2Aとしているのは，魚の文

脈では尾ヒレの横方向の変位の peak-to-peakの振幅 (2A)を振動の代表長さとして使用す

ることが多いからである．

2.2.1 レイノルズ数とストローハル数の関係

実際の魚でレイノルズ数，ストローハル数がどのような値をとるのか見る．Reと Stの

関係を見出すために，流体中における推力 (推進するための力)と抗力 (推進を妨げる力)の

オーダー評価を行う [40]．まず，推力 FT を求める．魚の代表長さを Lとすると，魚の運

動により動く流体の質量は ∼ ρL3 で評価できる．また，尾ヒレの加速度は ∼ Af2 のオー

ダーであるため，流体の受ける力は ρL3Af2 でスケールされる．ただし，その力の内，魚

の推進方向の成分を得るには尾ヒレのなす角度を θ としたとき，sin θ ∼ A/Lをかける必

要がある．従って，推力は FT ∼ ρL2A2f2 のオーダー評価になる．

一方で，抗力 FD の方は，その生物の周りの流れが層流的か乱流的かで評価が変わる．

図 15(a) に示すように，魚においてレイノルズ数は一般に Re ∼ O(104)-O(105) と言わ

れており，これは十分に乱れた乱流領域の流れをもたらす．この場合，魚の受ける抵抗は

ニュートン抵抗となり，推進に垂直な面の体の射影面積と代表速度の 2乗に比例する抗力

が生じる [39]．つまり，FD ∼ ρU2L2 である．FD がこの形をとるのは，単位時間当たり

に質量 ρUL2 の流体粒子が体にぶつかり，その流体粒子の単位時間当たりの運動量変化が

ρU2L2 であることからも定性的に説明がつく．

以上より遊泳時，平均的には推力と抗力が釣り合っているとして, ρL2A2f2 ∼ ρU2L2, ∴
UL/ν ∼ AfL/ν を得る，あとは UL/ν = Re, AfL/ν = ReSt/2であることを考えれば，

結局
ReSt ∼ Re (18)
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(a)

(b)

(c)

図 15: 様々な生物のレイノルズ数 Re，ストローハル数 St．(a)水生生物の Re．(b)水生

生物の Reと Stの関係 [40]．(c)鳥，コウモリ，昆虫，魚，イルカの St [42]．図はそれぞ

れの文献より許可を得て転載．

となる．つまり，レイノルズ数の関数と考えた場合，ストローハル数はレイノルズ数に依

存しないことを意味する．ちなみに，層流と乱流の境目を決める臨界レイノルズ数はおお

よそ Re ∼ O(103)のオーダーである．層流領域での抵抗は層流境界層による摩擦抵抗が主

で，境界層理論 (ブラジウス層流境界層) による計算により FD ∼ ρν
1
2U

3
2L

3
2 となってい

る [39]．従って，推力と抗力の釣り合いの関係から，層流領域では同様の計算により

St(Re) = Re−
1
4 (19)

で，ストローハル数はレイノルズ数の −1/4乗に依存する．

様々な水生生物においてレイノルズ数とストローハル数の関係を調べたのが図 15(b)で

あり，実際に式 (18, 19)が適切なレイノルズ数領域で成立していることがわかる．特に重

要な事実は，式 (18)の定数はどの魚種でも St ≈ 0.3に近い値をとるという普遍性が存在

することである [40, 41]．さらに，驚くべきことに鳥や昆虫までもが St ≈ 0.3という値を

とっているという非自明な事実が知られている (図 15(c))．この普遍性は流体力学的相似

からくるものと考えられる [42]．

2.3 遊泳速度と尾運動の関係

魚の尾ヒレの振動運動は物理的には振幅 Aと振動数 f で特徴付けることができる．この

とき，遊泳速度 U と振幅，振動数の間にどのような関係があるのかが気になるところであ

る．式 (18)の導出過程を振り返れば，U ∼ Af が主張されるはずであり，(低速領域では)

遊泳速度は振幅と振動数の両方に比例するように見えるという主張もなされてきた [43]．

しかし，多数の実験によれば，様々な魚種で振幅は A ∼ 0.1[BL]という一定値を取るため，

実際には振幅は定数として扱い
U ∼ f (20)

という主張がなされている [44–48]．つまり，魚は遊泳速度を変えるとき，振幅は変更する

ことなく振動数のみを調整して遊泳する．図 16に様々な魚種で普遍的に式 (20)の線形関

係が成立していることを示す．
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図 16: 様々な魚種における遊泳速度 (縦軸)と振動数 (横軸)の線形関係 [48]．図は [48]よ

り許可を得て転載．

このように振動数のみを調整する生物学的理由としては，遊泳のエネルギーコストを最

適化した結果とされている [48]．エネルギーコストの定量的指標としては，フルード効率

FTU/P や，輸送コスト P/MU が用いられる．ここで，P は魚のなす仕事率，M は魚の

質量であり，どちらもどれだけ効率よく推進できているかを評価している．これらを A-f

平面上で最適化 (極値を探索)すると，振幅をほとんど一定に保ったまま最適化されるとい

うことが示されている [48]．

また，観測データから得られた U と f の線形関係式を外挿したとき，実験によっては

f = 0において U < 0になるという，「負の切片」の問題も知られている [44–46]．これは，

振動数がゼロに近い場合，遊泳時に通常では体に張り付いていた胸ビレなどが体から浮き

上がってくるためなどと説明するものもある [49]．つまり，流体力学的に抵抗領域が増大

するため，有限の振動数で遊泳速度がゼロになってしまうと説明される．一方で，切片が

ゼロになるように (つまり f = 0で U = 0となるように) フィッティング可能という実験

報告もあり [50]，切片の問題に関してはある程度，測定の揺らぎがあることがうかがえる．

2.4 遊泳速度と持続時間

ここからの節で，BCF型泳法 (特に準アジ型，アジ型，マグロ型泳法)をとる魚につい

て，どのようにして泳いでいるのか，そのメカニズムなどを生理学的な視点から提示する．

まずは，遊泳の種類について速度と持続時間の観点からの分類を提示する．遊泳には 3

つのタイプが存在する [51, 52]．

1. 定常遊泳 : 遊泳速度は 1-3[BL/s]程度で，持続時間は半永久的に可能である．

2. 準定常遊泳 : 遊泳速度は 3-5[BL/s] 程度で，持続時間は 1-2 時間程度まで可能で

ある．
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3. fast-start(瞬発遊泳) : 遊泳速度は 7-11[BL/s] 程度で，持続時間は 0.1 秒程度と短

時間である．

図 17には，例としてサケとニジマスの持続時間と遊泳速度の関係を示す．魚は基本的に定

常遊泳を行う．準定常遊泳は，周囲の流体の流れの急峻さや他の魚との相互作用に応じて

使用する．fast-startは，逃避行動や捕食行動など瞬発的運動で見られる．

2.4.1 赤筋と白筋

この 3 つの遊泳タイプについて，生理学的な説明を加える．遊泳速度を変えるには筋

肉を動かす速さを変更すれば良い．魚の筋肉は筋繊維は細いが持続的な力が発揮可能な

赤筋と，太い筋繊維によって瞬発的な力をもたらすが疲労しやすい白筋から構成される

(図 18) [53]．それらの割合としては，頭から尾に向かうほど赤筋が多く分布している

(図 18(b))．筋肉の性質から予想されるように，赤筋は定常遊泳，白筋は fast-startで積極

的に使用され，準定常遊泳では赤筋と白筋の使用が重なり合う [54–57]．つまり，速度上昇

に伴って赤筋から白筋へと使用する筋肉が変化していく (図 18(c))．

この 2種類の筋肉は運動神経と結びついている．運動神経には 4種類存在し，1次運動

神経と遊泳速度に応じて使い分けられる 3種類の 2次運動神経である [58]．1次運動神経

は fast-startで白筋を運動させるために使用され，低速の 2次運動神経は主に赤筋を運動

させ定常遊泳をもたらし，中速，高速の 2次運動神経は準定常遊泳を行うために赤筋と白

筋の混合筋を運動させる (図 18(d)) [59]．

図 17: サケ (Salmon) とニジマス (Traut) の持続時間と遊泳速度の関係 [51]．Sustained

activityが定常遊泳，Prolonged activityが準定常遊泳，Burst activityが fast-startに対

応する．図は [51]より許可を得て転載．
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(a) (b)

(c) (d)

図 18: 魚の筋肉と運動神経．(a, b) ブリの赤筋と白筋 [53]．(a) 体の各部分の断面図．各

断面の塗りつぶし部分が赤筋，非塗りつぶし部分が白筋に対応．各断面において，右側の

断面に，筋肉の層を表す線を加えたものが左側の断面である．(b) 各断面における赤筋と

白筋の面積と，赤筋の割合．(c)速度上昇に伴う使用筋肉の変化 [56]．(d)各運動神経の役

割の模式図 [59]. 水色が 1次運動神経，青，緑，赤がそれぞれ高速，中速，低速の 2次運動

神経である．筋肉の断面図は青が白筋，緑が白筋と赤筋の混合筋 (ピンク筋)，赤が赤筋で

ある．図はそれぞれの文献より許可を得て転載．

2.5 定常遊泳，fast-startの神経回路

運動神経を支配する中枢神経系のさらなる詳細について述べていく．

2.5.1 定常遊泳の神経回路

ここで，人間の歩行について考えてみる．通常，人間が歩行をする際「右足を出したら左

足を出す」などと，その都度考えながら歩行することはない．このように，歩行について思

考せずに済んでいるのは，脊髄にリズミックな電気信号を安定して生み出す，中枢パター

ン生成器 (central pattern generator, CPG) と呼ばれる神経回路があるからである [60]．

魚の場合，歩行に対応するものは (準) 定常遊泳である．上述の 3 種類の 2 次運動神経

は，対応する 3種類の CPG回路に接続されており，泳ぎたい速度に応じて使用する CPG

回路を決定している [61]．CPGの構造としては，脊髄の左半分と右半分に対称的に 1セッ

トの回路が組み込まれており，片側の回路が電気信号を出力 (発火，興奮)している時は，

もう片側の回路が抑制される仕組みになっている [60]．このようにして，左右交互に発火

が生じるようになっている．
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(a) (b)

図 19: fast-start中の時間発展の様子．線は体の中心線を表し，数字は経過時間 [ms]であ

る．(a)コイの逃避行動 (C型 fast-start) [65]．(b)パイク (大型の淡水魚)がファットヘッ

ドミノー (コイ科の淡水魚) を捕食する様子 (S 型 fast-start) [64]．最上部の矢線が 0[ms]

でのファットヘッドミノーに対応する．図はそれぞれの文献より許可を得て転載．

2.5.2 fast-startの神経回路と運動様式

fast-startについては，マウトナー細胞 (Mauthner-cell, M-cell)と呼ばれる神経細胞が

1次運動神経を支配している [55,62]．M-cellにより誘起された 1次運動神経の興奮持続時

間は 0.1[s]程度と短時間である [63, 64]．

このような仕組みにより生じる fast-startには 2つの型が存在する．主に捕食者からの

逃避に用いられる C型と，捕食者が獲物を狙う時に使用する S型である [64, 65]．この名

前の由来は fast-start中の体の形からくる (図 19)．例えば，向かってくる捕食者とは反対

方向に逃避しようとすると，体を「C」の字に曲げる必要がある (図 19(a))．本論文では，

特に C型 fast-startの群れでの役割について，次章で詳しく扱っていくこととする．

2.6 逆カルマン渦の発生

この章の最後に，魚が遊泳する際に発生させる逆カルマン渦について述べる [47,66–68]．

まず，何が「逆」であるかを知るために，通常のカルマン渦 [39] との違いについて示

す (図 20)．カルマン渦とは適切なレイノルズ数の流れが物体を通過するときに，物体

の後方にできる渦場のことである．例えば，一様流中に置かれた円柱の場合，おおよそ

Re ∼ O(101)-O(102)で出現し始める．定性的には，物体の後ろ側では流れの方向に圧力

が高くなるため，粘性流体の滑りなし条件から境界層付近の流れが小さくなっていること
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より，圧力勾配に逆らえず，渦状の逆流が生じることからくる．ここで重要なことは，カル

マン渦列の作る流れ場が平均して物体の方に向かって流れているということである．つま

り，流体は物体の方に力を受けているので，その反作用として物体には抗力が生じている．

一方で，逆カルマン渦はカルマン渦の渦の回転方向を反転させたという点で「逆」にあ

たる (図 20)．つまり，逆カルマン渦列の作る流れ場は平均して魚の運動の向きとは逆向き

に流れている．従って，同様の作用反作用の考察により，逆カルマン渦は魚が推力を得て

いる証拠とも主張できる．また，逆カルマン渦が生成される原因は次のように説明できる．

図 20は魚が尾ヒレを体軸から左側にふり，再び体軸方向に戻そうとしている様子である．

このとき，魚は前進しつつ尾ヒレを振っているので，体軸から左側にふる時に作られた左

方向への流れと，再び体軸方向に戻す時に生じる右方向への流れが組み合わさり，左側に

は時計回りの渦ができる．右側に反時計回りの渦ができる過程も同様である．

2.6.1 逆カルマン渦の構造

逆カルマン渦の 3次元的な構造について示す．図 21(a)のように，実際の魚の尾ヒレの

後方で観測された逆カルマン渦列は渦輪が連結したような構造をとっている [66]．この渦

輪の輪郭は，渦場のコアの境界を表現している．渦場のコアとは，図 21(b)中央の渦場の

速度において，速度のピーク位置より内側の部分 (図中ではおおよそ −1[cm]から 1[cm]の

領域) のことである [67]．このような渦中心で速度がゼロになるコアを持つプロファイル

は，竜巻など実在流体中の 3次元渦構造で一般的にみられるものであり，ランキン渦モデ

ルと呼ばれる渦場で近似的に表現される [69]．

抗力
渦による流れ

背景流れ
カルマン渦

推力

逆カルマン渦
反時計回りの渦時計回り

流脈線

図 20: カルマン渦 (円柱の後流) と逆カルマン渦 (魚の遊泳による渦場) の違い．3 次元中

の渦列の 2次元断面を見ている．流脈線 (黒線)は，ある始点からインクを流したときに，

そのインクが辿る線を表す．始点は円柱では両脇の 2点，魚では尾の先端に対応する．ピ

ンクと緑の矢印はそれぞれ時計回り，反時計回りの渦を表す．紫の矢印は渦による流れを

表し，オレンジの矢印は抗力・推力を表す．
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(a)

(b)

図 21: 逆カルマン渦の構造．(a)尾ヒレの後方にできた逆カルマン渦輪列 [66]．オレンジ

の矢印が尾ヒレの運動方向．黒の矢印が渦場の作る流れ．(b)渦輪を横切る軸 (Y ′ 軸)で見

た渦構造 [67]．左から，ランキン渦モデルでの速度 u′ の模式図，尾ヒレ後方の渦輪での速

度の実測値，渦輪と Y ′ 軸の関係である．図はそれぞれの文献より許可を得て転載．

ランキン渦モデルとは，渦度 (速度 uの回転，∇× u)が一定のコアと，渦度がゼロの

外側部分からなる結合渦モデルである．具体的な速度場 uは，渦中心を原点とする座標系

(x, y)でみたとき，

u(x, y) =

{
Γ

2πr2R
(−y, x) [r < rR],

Γ
2πr2 (−y, x) [r > rR]

(21)

と表される (図 21(b)左)．ここで，r =
√
x2 + y2 は原点からの距離，rR はコアの半径で

ある．コアより外側の領域では，いわゆるポテンシャル流の作る渦場と完全に一致してい

る．(あるいは，直線電流の作る磁場と同じ関数形とも言える．) 実際，この uの渦度の大

きさは

|∇× u| =

{
Γ
πr2R

[r < rR],

0 [r > rR]
(22)

であり，ランキン渦モデルの定義通りである．加えて，渦度の面積分である循環
∫
(∇× u)·

dS は，積分領域を渦のコア全体 (r < rR)としたときに Γになるように設定されている．
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3 魚間相互作用の分類

この章では，魚の集団運動を考える上での要となる個体間相互作用 (魚間相互作用)につ

いて，実験的な知見をまとめる．

3.1 魚間相互作用の成因

魚間相互作用は，神経系を用いる能動的なものと，神経系を介さず直接力を及ぼすこと

による受動的なものに大別される．能動的相互作用を支えるのは，視覚情報 [70,71]や，流

体の流れの情報 [70,72–74] である (図 22(a))．他の生物にも共通するように，視覚情報は

光の明暗として目で受け取り，神経系での処理を介して自身の行動に反映する．一般に視

覚情報は他の魚の相対位置を特定するのに使用され [70]，網膜に移るその像の面積の占め

る割合に応じて斥力や引力が働くと考えられている [71]．詳細については 3.4節で述べる．

一方，流れの情報には，周囲の環境からの流れ [72] や，他の魚の速度や運動の向きと

いった情報が含まれる [70]．これらの情報は，魚特有の突起状の感丘 (cupula)と呼ばれる

神経器官で読み取られる [73]．高度な流れ場の読み取りを実現するため，感丘には表皮感

丘と管器感丘の 2種類の神経器官が存在する (図 22(b))．表皮感丘は図 22(c)のように体

の表面から生えており，この突起が流れに応じて傾くようになっている．この傾きから，

周囲の流体の速度がわかり表皮感丘は速度検出器として働く．他方，管器感丘は図 22(d)

のように表皮下の側線と呼ばれる管の中に入っている．側線にはおおよそ等間隔に穴が空

いており，その穴同士の圧力勾配の差から管内に流れが生じるようになっている．圧力勾

配がナビエ・ストークス方程式から流体の加速度に関係していることを考えれば，管器感

丘の傾きは流体の加速度を反映していることになる．感丘で得た情報は，斥力や配向相互

作用に使われるとされているが [70]，これらの情報をどのように行動に反映させているか

については不明な点が多い [74]．

視覚 側線(流れの情報)

逆カルマン渦の利用
(a)

(b)

(c) (d)

図 22: 魚間相互作用の要素．(a) 魚体と相互作用反応部位の模式図．(b, c, d) 側線

の詳細 [73]．(b) 金魚の表皮感丘 (superficial neuromast，青の点) と管器感丘 (canal

neuromast，赤の点)の分布．(c)表皮感丘の模式図．(d)管器感丘の模式図．図は [73]よ

り許可を得て転載．
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また，受動的相互作用の例としては，逆カルマン渦による流れ場を利用した相互作用

(図 22(a)) [75]があり，詳しくは 3.3節で述べる．

3.2 現象論的相互作用の実験観測

能動的相互作用について原理的なレベルで理解を進めるためには，神経系の複雑さを考

慮する必要がある．そこで，まず，魚間相互作用に対する先行実験としては現象論的なア

プローチがなされてきた．それらの実験についてまとめる．

3.2.1 相互作用の性質と範囲

現象論的に魚間にどのような種類の相互作用が働いているかを見る．群れとして凝集す

るために引力は必須であり，衝突回避のために斥力も存在すると考えられる．実際，ゴー

ルデンシャイナー [76] やカダヤシ [77] といった準 2 次元系で実験可能な淡水魚でこれら

斥力・引力の存在が確認されている．図 23は対象の魚 (focal fish)の加速度を測定するこ

とで，運動方程式から力を求めたときのその空間分布である．2匹の場合，斥力と引力は

魚間距離約 1.5[BL]を境として切り替わり，平衡距離が存在することがわかる (図 23(b),

(c))．一方で，30匹の群れにいる場合は，1.5[BL]以内の斥力はそのままに，引力のみが顕

(b)

(a)

(c)

(d) (e)

図 23: ゴールデンシャイナーにおける斥力と引力の分布 [76]．(a)2 匹の場合の測定量

の模式図．(b，c)2 匹の場合，(d，e)30 匹の場合の力の分布．(b) と (d) が前後方向の力

(speeding force)の分布．(c)と (e)が左右方向の力 (turning force)の分布．ただし，実際

には力ではなく加速度を測定しており，カラーバーは画像ピクセルをもとに計測した加速

度を表す．図中の数字 (パーセント) は周囲の魚の存在確率を表す．図は [76] より許可を

得て転載．

26



著に小さくなっている (図 23(d), (e))．これは群れの中では，周囲の魚によって視覚情報

が遮られ，流体の情報は乱されるため，ごく近傍の魚との位置調整にのみ専念することを

意味している [76]．

また，上の実験 [76,77]では過小評価されていたが，最近の実験ではラミーノーズテトラ

(淡水魚)において，向きを揃える配向相互作用が主に斥力領域から引力が最大となる領域

に渡って働いていることがわかっている [78]．あるいは，ゼブラフィッシュの実験により，

集団の中で社会性を学習することにより，受精後 6週間で配向相互作用が備わることもわ

かってきている [79]．従って，魚間には斥力，配向相互作用と，場合により引力が働いて

いると言える．

3.2.2 トポロジカル相互作用

このように，現象論的見方では，斥力や引力といった相互作用の性質は，魚間の距離に

依存して決まることがわかった．従って，魚は引力相互作用が届く範囲内にいる全ての相

手と相互作用を行うと考えることができる．このような相互作用方法をメトリック相互作

用と呼ぶ [80]．

しかし，少なくとも鳥 [80–82]や魚 [83]においては，メトリック相互作用を採用してい

ないと実験的に主張されている．初めてこの主張がなされたのは，歴史的にはムクドリの

群れにおいてである [80–82]．各個体の速度と，近接する個体との相対位置ベクトルとの相

関を調べたところ，相関の強さは距離よりも，むしろ自分から見て相手が何次近接に当た

るか (何番目に近いか)で決まっていることがわかった．また，各個体が相互作用できる相

手の数に上限があり，6～7次近接までの個体と相互作用されることが示された (図 24(a))．

このように，2体間の距離ではなく全ての個体の相対的な位置関係にもとづく相互作用の

相手の決定方法をトポロジカル相互作用と呼ぶ．(ここでの「トポロジカル」は位相幾何学

の意味ではなく，相対的な位置関係にもとづくという程度の意味である．) 上限付きトポ

ロジカル相互作用を採用しているという事実は，相互作用の相手の数が数十以上にもなり

得るメトリック相互作用では脳が情報処理をしきれないという点からも理解することがで

(b)(a)

図 24: トポロジカル相互作用の検証．(a)ムクドリの群れにおける運動方向 (本文参照)の

相関関数 [80]．γ は相対位置を元にした n次近接の位置の異方性を表す関数で，等方的に

分布している場合は γ = 1/3 に収束する．(32-06 等は群れのサンプル番号である．) (b)

イトヨの群れにおいて，魚型ロボットを方向転換させた 1秒後のロボットの配向と n次近

接魚の配向とのなす角度 [83]．図はそれぞれの文献より許可を得て転載．
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図 25: ゴールデンシャイナーの群れの境界付近からの fast-start による方向転換の伝

播 [5]．図は [5]より許可を得て転載．

きる．

魚の場合は，イトヨ (海水魚) の群れに魚型ロボットを 1 つ潜入させ，ロボットによる

刺激と配向相関の関係を調べた実験から，トポロジカル相互作用を採用していることがわ

かっている (図 24(b)) [83]．ただし，何次近接までと相互作用するかは測定方法の違いも

あってか未だに決着は付いていない．例えば，カダヤシの実験では 1次近接と主張してお

り [77]，ギンユゴイ (海水魚)の系では推定手法の違いにより 3次近接，あるいは 6～8次

近接と見積もられている [84]．魚の群れは鳥の群れに比べ，密度 (体積比)が大きいため，

視覚の遮蔽効果によって相互作用相手の数の上限は鳥より少なくなると考えられる．

3.2.3 fast-startによる配向の高速伝播

2.5.2節で述べた fast-start(C-start)は，自身と捕食者の 1対 1の状況では単純な逃避

行動に過ぎないが，群れの中では fast-startが重要な役割を果たしていることがわかって

いる [85–87]．1匹の魚が fast-startを行った時，急激な方向転換に気づいた近傍の魚は同

様に方向転換する [85]．この方向転換が (おおよそ 10[BL/s]の速さで)次々と伝播してい

き，捕食者に対して群れ全体が柔軟に反応できるようになっている [86, 87]．

特に，始めに fast-startを行う魚 (開始者)は群れの境界付近にいることが知られている

(図 25) [5]．もともと fast-start が捕食者を視覚で捉えて実行されているであろうという

ことから，図 25のように捕食者がいない状況でも，群れの境界近傍にいる魚が開始者にな

りやすいことが本能的にそなわっていると考えられている．これは，魚にとって視界がひ

らけていることは，逃避行動に繋がりやすいというように解釈できる．

3.3 逆カルマン渦による受動流体相互作用

3.3.1 逆カルマン渦を用いた流体抵抗削減の古典的考察

上述の能動的な相互作用に対し，逆カルマン渦を用いた純粋な流体効果による受動的な

相互作用について述べる．群れの中で魚は逆カルマン渦を何らかの形で利用していると，

古くから考えられてきた [88, 89]．渡り鳥が V字形の編隊を組むことで群れ全体の消費エ

ネルギーを抑えることができるように [90]，魚の場合もある決まった編隊を組むことで逆
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図 26: ひし形編隊の模式図 [89]．図は [89]より許可を得て転載．

カルマン渦の恩恵を得られると考えられてきた．その編隊の古典的候補として挙げられる

のがWeihs(1973)によるひし形編隊である (図 26) [89]．例えば，図 26において魚 A，C

が作る逆カルマン渦によって前方に向かう流れが生じるため，魚 Bはその流れに乗れば消

費エネルギーが抑えられると予想される．

しかし，様々な魚種での実験により，一定の編隊を組んでいるという結果は否定されて

いる [91,92]．むしろ実験は空間的な位置関係よりも，互いの尾ヒレの運動タイミングを調

整していることを示している [93,94]．つまり，逆カルマン渦の恩恵は，互いの位置よりも

尾ヒレの運動の調整によって得られることを示唆している．実際，最近の実験によってこ

の事実がより明白になった [75]．以下では，重要なこの実験について触れる．

3.3.2 逆カルマン渦を用いたエネルギー削減策略

実験の主張は，「先導魚の作る逆カルマン渦の流れ場に，後続魚は尾ヒレの運動 (以下，

尾運動)を同期させると遊泳エネルギー効率が良い」ということである．まず，同期という

概念を導入するために，尾運動の解析方法について述べる．図 27(a)は速さ uの背景流れ

(b)(a)

図 27: 尾ヒレの運動の解析 [75]．(a) 2匹の金魚の実験のセットアップ．(b)腹側から見た

各魚の尾ヒレの横方向変位 Lt，位相 ϕ，及び位相差 Φの時間発展．図は [75]より許可を

得て転載．
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(b)(a)

図 28: 位相差 Φと前後距離Dの関数としての確率密度 P (Φ|D) [75]．(a)D ≤ 2[BL]まで

の確率密度．(b)D ≤ 1[BL]での背景流れの速さ uを変えたときの確率密度．図は [75]よ

り許可を得て転載．

にさらされた 2 匹の金魚の実験系を示す．このとき，尾先端の横方向変位 Lt の時間発展

を図 27(b)上段に示す．すでに 2.3節で言及したように，おおよそ振幅 Aは 0.1[BL]で振

動運動していることが読み取れる．ここで，Lt が振動的な時間発展をしていることから，

尾ヒレの運動の位相 ϕを定義することができる (図 27(b)中段)．この位相はヒルベルト変

換と呼ばれる数学的手法を用いて定義されている (付録 Aを参照)．そして，尾運動の位相

差 Φを先導魚の位相から後続魚の位相を引いたものとして定義する．

このとき，図 28(a)に示すように，2匹の金魚を自由に (流れに沿って 1次元的に)泳が

せた場合，位相差 Φと前後距離 D との間に何らかの関係性が生じる．つまり，位相差 Φ

と前後距離 D の分布関数 P (Φ|D)が一様分布とは異なる斜め縞状の非一様な分布を取る．

P (Φ|D)は各Dにおいて
∫ π
−π dΦP (Φ|D) = 1となるように規格化されており，Φと Dの

間に関係がなければ一様分布 P (Φ|D) = 1/2π ≈ 0.16になるはずである．そして，この非

一様性は実験系を暗転し視覚情報を遮っても，側線の神経を麻痺させ流体場読み取りの能

力を抑えても出現する．従って，この結果は魚が受動的な流体力学的作用によって，ある

距離のときに特定の位相差を採用するということを示唆している．

その流体力学的作用として逆カルマン渦による流れ場が関わっていると仮定すると，定

性的には図 29(a)のようなシナリオになる．まず，図 29(a)の左と中央の図は特定の距離

D における，Φ = 0の場合と Φ = π/2の場合の模式図である．Φ = 0の場合は，渦場に

よる流れに逆らって尾ヒレを動かすことに対応し，Φ = π/2の場合は，流れに乗る形で尾

ヒレを動かすことに対応する．このとき，直感的に考えれば Φ = π/2の場合の方が，より

流体的な抵抗が少なく尾ヒレを動かせるのでエネルギー効率が良くなるはずである．また，

図 29(a)の右図は Φ = 0であるが，先の例とは D が異なるので尾ヒレの運動と逆カルマ

ン渦の流れが一致し，エネルギー効率が良い場合に対応する．このように考えれば，エネ

ルギー効率が良い位相差は距離の関数になるはずである．それを定式化すれば，

Φ =
2πf

u
D +Φ0 (23)

と表せる．ここで，f は尾運動の振動数，Φ0 は D = 0におけるエネルギー効率が良い位

相差である．ただし，逆カルマン渦は背景流れに乗って流れてくると考え，2匹の魚は平均

的に速さ uで推進している (実験系での重心速度がゼロ)としている．従って，右辺第 1項
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の物理的意味は，D/uが先導魚の作る逆カルマン渦が後続魚の尾ヒレに到達するまでにか

かる時間であるため，2πfD/uは逆カルマン渦が到達するまでに進んだ先導魚の位相を意

味する．つまり，式 (23)は後続魚の位相に 2πfD/u+Φ0 を足した位相が先導魚の位相で

あるとき，エネルギー効率よく遊泳できていることを表す式である．

実際，図 28(b)に示す通り，金魚の場合 Φ0 = −0.2π とすると，D ≤ 0.4[BL]以内にお

ける P (Φ|D)のピーク位値を式 (23)でうまくフィッティングできる．これは，逆カルマン

渦が尾ヒレの運動を受動的に変化させていることを示唆している．ただし，D > 0.4[BL]

での理論式 (23)からのずれは，粘性流体中における逆カルマン渦の減衰等による変化によ

るものと考えられている．

加えて， [75]では，2個の魚型遊泳ロボットを用いて D = 0におけるエネルギー効率 η

を位相差 Φの関数として求めている．ただし，エネルギー効率は電力消費 P を用いて

η =
(P水中先導 − P空気中)− (P水中後続 − P空気中)

P水中先導 − P空気中
(24)

と定義され，η > 0は後続魚 (後続ロボット)のエネルギー効率が良いことを示す．金魚に

おける Φの確率分布 P (Φ|D = 0)を用いて期待値 ⟨η⟩をとることで，15%も単独遊泳に比
べエネルギー効率が良いことがわかった (図 29(b))．このように，エネルギー消費自体は

ロボットで測定されているが，金魚においても遊泳エネルギーが抑えられていることを先

行実験は示唆する．

(b)

(a)

図 29: 遊泳エネルギー削減の実証 [75]．(a)逆カルマン渦を用いた遊泳エネルギー削減策

略の模式図．左がエネルギーコストのかかる例 (Φ = 0)．中央と右がエネルギーコストが

抑えられる例 (それぞれ Φ = π/2, Φ = 0)．青の矢印は渦列による流れの方向を表し，水

色の矢印は尾ヒレの運動の方向を示す．(b) 位相差 Φ の関数としてのロボットのエネル

ギー効率 η と金魚の度数分布の組み合わせによる，D = 0での η の推定．図は [75]より

許可を得て転載．

31



3.4 視覚を介した相互作用

ゼブラフィッシュやゴールデンシャイナーといった魚種は，側線による能動的な流体相

互作用よりも，主に視覚を介した能動的相互作用を行うが知られている [95]．以下は主に

このような魚種の視覚相互作用に関する実験結果を述べる．

3.4.1 網膜の構造と脳への情報伝達

視覚を介した相互作用を担う神経機構について述べる．まず，光の刺激を初めに受け取

るのは目の網膜である [96]．魚を含む脊椎動物の網膜は 5種類の細胞から構成されている

(図 30(a))．基本的な構造としては，光刺激によってグルタミン酸 (神経興奮物質の一種)

を視細胞が放出し，それを受け取った双極細胞がグルタミン酸を放出，さらにそれを受け

取った神経節細胞が脳へと信号を送るというリレー方式をとっている．グルタミン酸の受

け渡しが 3種の細胞に別れている理由は，それぞれの細胞腫の間に水平細胞とアマクリン

細胞という神経細胞が介入するためである [97]．簡便に説明すれば，水平細胞は，視細胞

からグルタミン酸入力を受け，その量の多さに応じて GABA (神経抑制物質の一種)を放

出し，像の境界のコントラスト強調などを担う．一方で，アマクリン細胞は 30種以上もの

種類が確認されており，その機能は多岐に渡るが，GABAを介して双極細胞や神経節細胞

の興奮を抑制することは水平細胞と同じである．そのうちのいくつかは以下で述べる．

最終的に脳に信号を送るのは個々の神経節細胞だが，1つの神経節細胞に対して，他の

細胞種を介して，間接的に複数の視細胞が接続されていることがわかる．言い換えれば，

複数の視細胞による光刺激の情報が空間的に 1 つの神経節細胞に集約されていることを

意味する．このように神経節細胞に間接的に接続された視細胞のなす空間領域を受容野

(図 30(b))と呼ぶ [98, 99]．魚の場合，神経節細胞は片目に対して 104-105 個程度 [96]存

信
号
の
流
れ

視細胞

双極細胞

神経節細胞

脳へ

水平細胞

アマクリン細胞

光刺激

視細胞

神経節細胞

受容野
(a) (b)

図 30: (a)網膜の基本構造．各細胞の役割は本文を参照．(b)1つの神経節細胞が作る受容

野の模式図．
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図 31: ゴールデンシャイナーの網膜上の神経節細胞の密度分布 [95]．カラーバーの単位は

[細胞数/mm2×103]である．図は [95]より許可を得て転載．

在するが，網膜上のその空間分布は一様ではない [95]．特に網膜上の尾側での密度の方が，

頭側での密度より 2 倍程度大きい (図 31)．神経節細胞が脳へ送られる視覚情報の空間的

解像度を支配するため，これは後方よりも前方の方が高い解像度で見ることができること

を意味する (目のレンズを介して前方からの光は網膜上の尾側，後方からの光は網膜上の頭

側に投射されることに注意)．

また，魚は運動する像を追跡可能であることがわかっている [100,101]．実際，縞模様の

パターンや点状の像を運動させた場合，その速度に応じて脳へ送られる信号の強度が増す

ことが観測されている [102, 103]．これは生理的にはいくつかの種類のアマクリン細胞が

速度を検知可能であることに由来する．よく研究されているものとして，放射状の樹状突

起を伸ばしたスターバーストアマクリン細胞がある [104]．樹状突起の動径方向に光刺激

が動くとき，その樹状突起が活性化し，神経節細胞に対し抑制物質 GABAを放出する機能

が備わっているため，速度検知器として働く．このことおよび上述の神経節細胞の非一様

な分布と整合して，観察される現象としても，ゴールデンシャイナーは前方にいる相対速

度の大きい個体を追跡する傾向があることが確かめられている [105]．

最後に，神経節細胞からの信号が到達する脳領域について述べる [106]．魚の場合，神経

節細胞からの信号は脳の中の視蓋と呼ばれる領域に送られる (図 32)．これは哺乳類では視

覚野に相当する脳部位である．このとき，網膜上の刺激の空間位置関係を保ったまま信号

は視蓋に転写される．これをレチノトピックマップ (retinotopic map)と呼ぶ．

3.4.2 視覚刺激の像サイズ依存性

このように生成された像の刺激がどのように行動に反映されるのか，網膜に映る像の大

きさに応じたゼブラフィッシュの反応の実験 [107]について述べる．図 33(a)のように水

槽に投影された像に対して，ゼブラフィッシュがどのような反応を示すかを観測している．
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視蓋

図 32: レチノトピックマップの模式図 [106]．(左図)左目と右目の網膜からの情報は，そ

れぞれ右脳と左脳中の視蓋に送られる．(中央図，右図) 網膜上の前側 (N) 後側 (T) 上側

(D)下側 (V)からの刺激は，視蓋の後側 (P)前側 (A)下側 (V)上側 (D)の領域に転写さ

れる．図は [106]より許可を得て転載．

図 33(b), (c)は，像を 5秒間投影したときの，像に対して回避行動を取る確率 (像は左目

側にあるので，右へと運動の方向を変える確率) の時間発展を測定した結果を示す．左目

側にある像を動径方向に伸ばすと，網膜上では鉛直方向の角直径 (像の占める角度)が増加

し (b)，方位角方向に伸ばすと，網膜上では水平方向の角直径 (像の占める角度)が増加す

る (c)．このとき，鉛直角直径を増加させた場合は回避行動を取る確率も増加するが，水平

角直径を増加させたときはその確率にほとんど変化は見られない．このように，鉛直方向

の像のサイズを行動の指標に採用している理由は，魚が細長い体を持つことに由来すると

考えられている．体が細長いため相手の個体が向きを変えると，網膜に映る相手の像の水

平角直径は大きく変わるが，鉛直角直径は大きな変化を受けることはない．従って，鉛直

角直径を用いると，そのサイズから相手までの距離を正確に測定することができるために，

主に鉛直角直径を使って視覚相互作用をしていると主張される [107]．

3.4.3 選択的意思決定

近年注目されている相互作用相手の選択方法の一つである選択的意思決定に関する実験

を述べる．視野中の多数の相手と同時に相互作用する場合，脳に情報処理の大きな負荷が

(a) (b) (c)

図 33: 視覚相互作用における像サイズ依存性 [107]．(a)実験の設定図．プロジェクターを

通して水槽の底に像が映される．(b, c)網膜上の像の鉛直角直径，水平角直径をそれぞれ

変化させたときの，像から回避行動を取る確率の時間発展．インセットの球面は網膜上で

の像の映り方を示している．図は [107]より許可を得て転載．
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かかるため [108]，比較的小さな脳を持つ魚ではそのような相互作用方法は適さないと考え

られてきた [109]．それを示すために様々な実験が考案された．ゼブラフィッシュが光に近

寄る性質を利用して，2つの離れた光スポットを水槽の底に投影した実験では，視野中に同

サイズの 2つのスポットが存在するにも関わらず，どちらか一方のスポットに近づいてい

く様子が観測された [110]．このように 2 つのスポットからもたらされる視覚刺激を選択

して接近行動を起こしていることから，魚は選択的意思決定により行動していることが知

られるようになった．

この選択的意思決定を明瞭に定量化したのが以下の実験である [111]．水槽の底にゼブラ

フィッシュを模した 2,3個の魚を模した映像 (バーチャルフィッシュ)を投影し，往復運動

をさせる．このとき，水槽にいるゼブラフィッシュはいずれかのバーチャルフィッシュを

追跡し，その軌跡はバーチャルフィッシュの間を行き来するものとなる (図 34(a))．特に，

ゼブラフィッシュの y 軸上の位置を確率分布として測定すると，バーチャルフィッシュ間

の距離が増加するとともに，確率分布の分岐現象が見られた (図 34(b)-(e))．ゼブラフィッ

シュ (幼生)の体長はおおよそ 1[cm]であることを考えると，2個のバーチャルフィッシュ

(a)

(b) (c)

(d) (e)

図 34: バーチャルフィッシュを追跡するゼブラフィッシュの実験 [111]．(a)円形水槽にお

けるゼブラフィッシュ (灰)と 2個のバーチャルフィッシュ (赤)の運動の軌跡．(b) 2個ま

たは (c) 3 個のバーチャルフィッシュを追跡する場合の系の設定の様子．(d) 2 個または

(e) 3個のバーチャルフィッシュとともに動く座標系で見たときの，ゼブラフィッシュの y

軸上の位置の確率分布を，バーチャルフィッシュ間の距離 Lに対してプロットした図．カ

ラースケールは規格化された確率密度を表す．図は [111]より許可を得て転載．
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では 6[BL] 程度で確率分布が二又分岐することになる．同様に 3 個のバーチャルフィッ

シュでも 6[BL]程度で三又分岐が出現する．これは，相手個体の距離が近いときは，全て

の相手個体の平均的な中間の場所に位置するが，相手個体の距離が遠くなると，いずれか

の個体を選択し注意を向ける先を絞ることを意味する．ちなみに，このような現象は同実

験によりバッタやハエといった昆虫でも観測されており，選択的意思決定は生物種によら

ず普遍的に存在すると考えられている．また，先のトポロジカル相互作用は，少数の相手

に限定して相互作用しているため，一種の選択的な相互作用と言える．

最近の別の実験では，シクリッド (Etroplus suratensis)の群れにおいて，相手個体を逐

次的に 1個体ずつ選択し配向相互作用を行うと仮定すると，群れの配向秩序変数の時間発

展を記述できることがわかっている [112].
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4 回転魚群に対する先行モデル

回転魚群，一般には回転パターンの再現を試みた先行モデルについて述べる．特に主張

したいことは，実験で観測されているような群れのサイズが体長の数十倍以上 [6]にも及

ぶ 3次元の回転パターンは明示的に再現されていない，ということである．先行研究で扱

われたモデルは多彩なので，それぞれについて小括していく．

4.1 メトリック相互作用型モデル

3.2.2節で述べたトポロジカル相互作用が知られるようになったのは 21世紀に入ってか

らであり [80]，それ以前の集団運動のモデル化では，暗に仮定されたメトリック相互作用

を採用している [17, 20, 113–115, 117–119]．おそらく，魚の文脈で初めて集団運動のモデ

ル化を実行したのは Brederの 1954年の研究 [113]である．そこでは，魚間にクーロンの

法則に従う斥力と一定の大きさの引力を組み合わせた力を仮定し，魚の凝集能力を説明で

きるかを定性的に検証している．つまり，群れの中での魚間の平衡距離を再現するような

パラメタを探索している．重要なことは，魚の間には分子間力のような，ある斥力と引力

をもたらすポテンシャルが定義できることを提唱したということである．この考え方が自

己駆動粒子に採用され [114]，ポテンシャル形の試行錯誤により数十粒子の少数系において

回転パターンがもたらされた [115]．このようなポテンシャル型モデル (図 35(a))では，相

互作用の相手が実質的にポテンシャルの及ぶ特徴的な距離によって決まるので，メトリッ

ク相互作用型モデルに分類される．

一方，ポテンシャル型モデルとは別のメトリック相互作用型モデルとして，ゾーン型モデ

ルが存在する．ゾーン型モデル (図 35(b))は，相互作用の性質が自身からの同心円のゾー

ンによって区分けされたモデルである [20, 117]．典型的には，自身から最も近い領域で斥

力，その次に近い領域で向きを揃える配向相互作用，最も遠くで引力が働くようになって

いる [20, 117–119]．また，視覚情報を意識して，ゾーン後方に相互作用の働かない死角領

斥力

引力

(a) (b)

斥力
配向
引力

死角

図 35: メトリック相互作用型モデルの模式図 [116]．(a)ポテンシャル型モデル．(b)ゾー

ン型モデル．図は [116]より許可を得て転載．
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域を設けることも多い．また，配向相互作用のみのゾーン型モデルが 1.8節でみた Vicsek

モデル [17]である解釈も可能である．

現在でも集団運動の記述にメトリック相互作用を用いるものも多く，以下では，(魚のモ

デルに限らず)多粒子系において回転パターンを得たものについて課題を含めてまとめる．

4.1.1 ポテンシャル型モデル

ポテンシャル型モデルで用いられるポテンシャルの代表例 [24,25,120,121]として，2原

子分子の原子間相互作用を表現するモースポテンシャル [122]がある．モースポテンシャ

ルは次式で与えられる:

U(|ri − rj |) = Cr exp

(
−|ri − rj |

lr

)
− Ca exp

(
−|ri − rj |

la

)
. (25)

ここで，|ri − rj |は粒子 iと粒子 j の粒子間距離 (原子間距離)であり，Cr, Ca はそれぞ

れ斥力，引力の強度を決めるパラメタ，lr, la は斥力，引力の及ぶ特徴的な距離である．こ

れを連続時間発展型の運動方程式 (式 (5))において

Fint,i = −∇i

∑
j ̸=i

U(|ri − rj |) (26)

とすることで，粒子の運動を決定している．

このとき，2次元の系では，la > lrまたはCa < Crという長距離で弱い引力を持つような

パラメタ領域では回転パターンが生じる (la < lr, Ca > Crの領域ではクラスターが生じな

いガス状のパターンになる) [24, 25]．例えば，式 (26)に
∑
j ̸=i exp(−|ri − rj |/lc)vj/|vj |

という配向相互作用を加えた系では，図 36(a) に示すような 2 方向回転パターンが生

じ [24]，式 (26)のままの系では通常の 1方向回転パターンが生じる (図 36(b)) [25]．

ただし，重要なことはこの系では基本的に粒子数が増えれば増えるほど，回転パターン

のサイズが小さくなってしまうことである (図 36(b))．最終的には N → ∞でサイズがゼ
ロになることが示されている．これは，粒子密度が高いほど斥力領域にいる粒子数よりも

(b)
(a)

図 36: モースポテンシャルによる 2次元の回転パターン．(a)正方形領域に位置，向き共

にランダムで配置された状態から，時計回りと反時計回りの回転が混在する 2方向回転パ

ターンが生じる過程 [24]．(b)左から 100粒子，200粒子，300粒子における同一パラメタ

での (1方向)回転パターン [25]．図はそれぞれの文献より許可を得て転載．
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引力領域にいる粒子数が相対的に多く引力の影響を強く受けて圧縮されてしまうことから

定性的に理解できる．一方で，実際の生物の群れでは個体数が増えるほど群れは大きくな

るので，この系の挙動は現実とは異なっている．加えて，図 36のような小さい群れサイズ

では，相互作用距離に群れのサイズが収まっているので，ある個体が群れのすべての個体

の情報を把握していることに対応してしまう．なお，Crl2r > Cal
2
a の領域かつ，粒子速度

が十分低速な場合は N → ∞でも粒子間距離が一定の，ゆっくり剛体回転する回転パター
ンが生じる [25]．しかし，モースポテンシャルではないポテンシャルを用いた 2次元モデ

ルでは，このような N → ∞でも粒子間距離が有限になるパラメタ領域は存在せず [123]，

モースポテンシャルでの特殊事例である．

3次元のモースポテンシャル系においても同様のことが起こることが知られている [120]．

3次元では 2次元とは違い，N → ∞でも粒子間距離が有限になるパラメタ領域は存在せ
ず，そもそも回転パターンが生じるパラメタ領域も狭まっている．また，低レイノルズ数

でのストークス近似 [39] の流れ場を加えたモデル [121] でも回転パターンが出ているが，

このモデルでは長距離流体相互作用を仮定しており，実験で観測されているような長距離

相互作用の遮蔽 (3.2.1節参照)までは反映できていない．

4.1.2 ゾーン型モデル

図 35(b)のような，斥力・配向・引力ゾーンを設けた典型的なゾーン型モデルで，3次

元の回転パターンが得られることはポテンシャル型モデルより早くに知られていた [124]．

ただし，このモデルで回転パターンを得るには引力領域の半径を斥力領域の半径の数十倍

にする必要がある．つまり，回転パターンを得るには相互作用範囲を体長の数十倍程度に

する必要があり，現実の魚群と対応させると群れ全体が相互作用距離の中に収まってしま

う．以下では，このような 3ゾーンのモデル以外のよりシンプルなゾーン型モデルについ

て述べ，それらのサイズについて見る．

(a) (b)

図 37: 式 (27)のモデルによる回転パターン [125,126]．(a)と (b)どちらも 1辺が L = 20

の周期境界条件のボックスで，位置，向き共にランダムな状態からシミュレーションを

開始している．また，相互作用半径は r = 1 に規格化されており，死角は 180◦ としてい

る．(a)1000 粒子，v/(rω) = 1.03 での回転パターン [125]．(b)2 種類の速度を用いたと

きの回転パターン [126]．それぞれ 1000 粒子で，緑の粒子が v/(rω) = 0.4，青の粒子が

v/(rω) = 1.0となっている．図はそれぞれの文献より許可を得て転載．
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2 次元において回転パターンをもたらす最も単純なゾーン型モデルのひとつとして

Costanzo らによる一連の研究がある [125–127]．このモデルは 1.8 節の Vicsek モデル

(式 (11))に死角と最大回転角度を導入したシンプルなものである [125]．具体的には，角

度の離散時間発展方程式が以下のように変更される．

θi(t+∆t) =

 θi(t) + ∆Θi +∆θi(t) [|∆Θi| < ω∆t],
θi(t) + ω∆t+∆θi(t) [∆Θi ≥ ω∆t],
θi(t)− ω∆t+∆θi(t) [∆Θi ≤ −ω∆t].

(27)

ここで，∆Θi = Arg
(∑

j∈Vi(t)
eiθj(t)

)
∈ [−π, π] は相互作用領域での (自身を含めない)

粒子の角度の平均である．この大きさが最大回転角度 ω∆tを超えなければ，粒子 iは周り

の粒子の平均角度を向くことができ，ω∆tを超えている場合は ±ω∆t分しか角度を変える
ことができないようにモデル化されている．ちなみに，ω∆t = π として死角領域をなくす

と Vicsekモデル (式 (11))に戻る．

最大回転角度と死角を設けることは，どちらも定性的には回転パターンの発生を促すこ

とに寄与している．というのも，最大回転角度 ω∆t < πによって ω∆t = πの場合よりも，

方向転換に数ステップ余計にかかるため，急激に向きを揃えることがなくなり配向パター

ンが抑制されるからである．また，死角は，回転パターンになったときに自身の後方にい

る粒子を情報源として参照しないことで，前方付近にいる粒子を追随しやすくなり，回転

パターンが安定化するという効果がある．

実際の回転パターンを図 37(a) に示す．回転パターンは死角が 180◦ 程度で，粒子の速

度 v と最大回転速度 rω がおおよそ等しいときによく出現する．ただし，クラスターの半

径は相互作用半径 r 程度が限界であり，相互作用半径の数十倍の回転パターンは出現しな

図 38: 重心引力ゾーン型モデルでの回転パターン [128]．いずれも 1辺 L = 40の周期境界

条件のボックスで，初期条件は位置，向き共にランダムで実行．100粒子で相互作用半径

は R = 4，引力強度は G = 1である．(a)回転パターン (D = 1.5)．(b，c，d)鎖状回転

パターン (b)交差なし (D = 2.6)．(c)1交差 (D = 3.2)．(d)2交差 (D = 3.0)．図は [128]

より許可を得て転載．
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い．これは，速度の異なる 2粒子系を用いた場合や (図 37(b)) [126]，相互作用に数ステッ

プの時間遅れを導入した系 [127]でも同じである．

もうひとつの代表的なシンプルなゾーン型モデルとして，局所的な重心に向かう引力の

みのモデルがある [128]．このモデルにおける速度の離散時間発展方程式は以下のように

表される．
vi(t+∆t) = Dv̂i(t) +GĈi(t) (28)

において vi(t+∆t)を規格化した v̂i(t+∆t)が，次ステップでの粒子の向きになる．ここ

で，Ĉi は

Ci =
1

|Vi|
∑
j∈Vi

(rj − ri) (29)

を規格化した量で (|mathcalVi|は相互作用領域内の粒子の集合の大きさを表す)，相互作

用領域に入っている粒子の重心へ自身の位置から向かうベクトルとなっている．つまり，

自身の慣性を決める強度 D と重心への引力を決める強度 Gの兼ね合いによって，粒子の

運動が決まっている．また，このモデルでも死角が設けられている．

図 38 に式 (28) のモデルによる 2 次元でのシミュレーション結果を示す．慣性の効果

が比較的小さいときは単純な 1方向回転パターンが得られ (図 38(a))，そこから慣性の効

果を強めていくと鎖状回転パターンが得られる (図 38(b,c,d))．このモデルでも，クラス

ターの半径は相互作用半径程度であり，巨大な回転パターンは得られていない．このこと

は，連続時間発展型で同様の重心引力が働き，同様の (鎖状)回転パターンを得ることがで

きるモデルでも同じである [129]．また，式 (28)のモデルの 3次元版のシミュレーション

も存在するが，回転パターンを得るためには相互作用領域での局所的な重心への引力に加

え，系全体に及ぶ大域的な重心への引力が必須になっている [130]．すなわち，ゾーン型モ

デルでも相互作用距離の数十倍の大きさの回転パターンは得られていない．

4.2 トポロジカル相互作用型モデル

トポロジカル相互作用型モデルの場合，相互作用相手の選び方は距離には依存しない．

例えば，鳥のモデルの延長として，2 次元の Vicsek モデルにおいて相互作用相手を n 次

近接までに制限するシンプルなトポロジカル相互作用型モデルが存在する [80]．そこでは，

相互作用相手をメトリック型に選ぶか，トポロジカル型に選ぶかで，群れの柔軟性が変化す

ることを示している．すなわち，向きの揃った 1つの群れに摂動を加えたとき，メトリッ

ク型よりもトポロジカル型の方が，群れが分裂しにくい．

このような，n次近接までに制限するモデル以外にも，「相互作用相手の選び方が距離に

は依存しない」という定義に当てはめれば，トポロジカル相互作用型モデルは複数の種類

が存在する．以下では，それらのモデルについて述べる．

4.2.1 ボロノイ分割型モデル

相互作用相手をボロノイ分割によって決めるモデルが知られている [84]．ボロノイ分割

とは，固体物理学でのウィグナー・ザイツ胞のように，各粒子ペアを結ぶ線上を二等分す

る面 (2次元では線)によって空間を分割する方法である．図 39(a)に 2次元のボロノイ分
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(a) (b) (c)

図 39: ボロノイ型モデルの模式図と回転パターン [131]．(a)ボロノイ分割の模式図．(b)

相互作用の模式図．(c)式 (30)のモデルによる典型的な回転パターン．図は [131]より許

可を得て転載．

割の模式図を示す．この図の場合，赤いセルにいる粒子は隣のオレンジ色のセルにいる 7

つの粒子が相互作用相手となる．このように，相互作用相手は距離に依存しないで決まる

のでトポロジカル相互作用型モデルに分類される．

2次元ボロノイ分割を用いた連続時間発展型のモデルは，自己推進の速さは一定で，自身

の回転の角速度のみが変化するモデルになっている [84, 131]．すなわち，粒子の向きのみ

変化するモデルである．角速度の時間発展方程式は以下のように与えられる．

dωi
dt

=
v

ξ
{(1 + cos θij)ω

∗
i − ωi}, (30)

ω∗
i =

1

|Vi|
∑
j∈Vi

(kV v sinϕij + kP dij sin θij). (31)

ここで，dij は粒子 iと粒子 j の距離，θij は位置の相対角度，ϕij は向きの相対角度である

(図 39(b))．従って，式 (31)の kV v sinϕij は (ネマチック的に)向きを揃える配向相互作

用を表し，kP dij sin θij は距離とともに増大する引力相互作用を表す項となっている．ま

た，式 (30)の 1 + cos θij は死角の効果を表現している．

このとき，配向相互作用を支配するパラメタ kV と引力相互作用を決めるパラメタ kP の

兼ね合いで，出現する集団パターンが決まる．具体的には，単純に kV が kP より比較的大

きいときは配向パターンが生じ，その逆の場合は回転パターンが生じる (図 39(c))．この

回転パターンのサイズは論文 [131]中には明記されてないが，1000粒子程度以上では回転

パターンが安定せず，100粒子程度の小クラスターに分裂してしまうという問題点が存在

する．

その後のモデルの改良により，部分的な流体相互作用を導入することで体長の数十倍の

大きさの回転パターンが出現することがわかっている [132, 133]．部分的な流体相互作用

とは，点状粒子として表した魚が作る流体場で，魚が泳ぐことで遠方に作られる流体場に

よる相互作用である．その流体相互作用モデルは以下のように位置と向きの連続時間発展

方程式で定式化される．
dri
dt

= e
∥
i +Ui (32)

dθi
dt

= ⟨I∥ sinϕij + ρij sin θij⟩+Ωi (33)
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⟨Aij⟩ =
∑
j∈Vi

Aij(1 + cos θij)∑
j∈Vi

(1 + cos θij)
(34)

ここで，Ui, Ωi は粒子 i が受ける流体場の速度，角速度であり，e
∥
i は粒子 i の運動方

向を示す単位ベクトル (自己推進速度ベクトル)，ρij は粒子 i と j の距離で定義される

(図 40(a)を参照)．式 (32)は自己推進速度 e
∥
i に流れ速度 Ui を加えたものとなっている．

また式 (33)は，近接相互作用による角速度 (式 (30, 31)での目標角速度)に流体場による

角速度 Ωi を加えた形となっている．従って，流体場による速度，角速度が直接加算される

形で方程式に組み込まれており，低レイノルズ数領域を意識して定式化されている．具体

的な流体の速度，角速度は以下の通りである (図 40(a)も参照)．

Ui =
∑
j ̸=i

uij , uij =
If
π

eθj sin θji + eρj cos θji

ρ2ij
(35)

Ωi =
∑
j ̸=i

e
∥
i ·∇uij · e⊥i (36)

ここで，速度 Ui が距離の逆 2乗 1/ρ2ij で減衰するのは，魚の作る流体場を双極子場と近

似しているからである．これは魚が遠方に作る流れを定式化した先行研究 [134]に由来し，

以下のような考えに基づく．魚は後方に逆カルマン渦を放出しているが，これは別の見方

をすると，魚には逆カルマン渦と逆の符号の循環が備わることに対応する．従って平均的

に見れば，体の左側には反時計回り，右側には時計回りの渦ができると近似的に見なすこ

とができる．よって，式 (21)より，ひとつの渦による流れ場は距離に反比例して減衰する

ので，符号が異なる二つの渦がなす流れ場は遠方では距離の逆 2 乗で減衰する．(ちょう

ど，点電荷と電気双極子の作る静電ポテンシャルがそれぞれ距離の −1乗と −2乗で減衰

することと同じ関係である．)

加えて，角速度 Ωi が式 (36) の形になる理由は，図 40(b) に示す通りである．すなわ

ち，体長を 2r0 とすれば，粒子の受ける角速度は，“頭”での速度と “尾”での速度の差分の

体横方向の成分なので Ωi = {Ui(ri + r0e
∥
i )−Ui(ri − r0e

∥
i )} · e⊥i /2r0 となり，遠方では

r0 ≪ ρij なので r0 → 0として e
∥
i の方向微分が出てくる．

(c)(b)

図 40: 流体相互作用を含むボロノイ型モデルの模式図と回転パターン [132]．(a)相互作用

の模式図．灰色の線は流線を表す．(b)流体の角速度の定式化．(c)式 (32, 33)のモデルに

よる典型的な回転パターン．魚の体の形状は模式的なものであり実際には考慮されていな

い．図は [132]より許可を得て転載．
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このとき，流体のない場合のモデルと同様，配向相互作用を支配するパラメタ I∥ が比較

的小さい場合，図 40(c)のような回転パターンが出現し，流体が存在するとき (If ̸= 0)の

方が回転パターンが促進されやすいことがわかっている．また，回転パターンの大きさは

図 40(c)のスケールバーが 10r0 = 5[BL] を表すことを考えると，体長の数十から数百倍に

及ぶとわかり，極めて巨大である．ただし，ここでも粒子数が 1000程度を超えると，回転

パターンが安定せずに小クラスターに分裂してしまう．

4.2.2 視覚型モデル

最後に，魚群に特化したモデルではないが，視覚情報を用いたトポロジカル相互作用型

モデルについて述べる [135,136]．このタイプのモデルでは，粒子に大きさを設け，そこか

ら作られる像 (影)を何らかの形で利用している．

例えば，2次元において像のエッジを利用するモデルである．図 41(a)にあるように，半

径が 1の円形粒子が作る像を考える．ただし，複数の粒子が重なって見える場合はそれら

をまとめて１つの像とみなす．各像は２つの端 (エッジ)を持ち，i番目の粒子から見た j

番目のエッジの角度 θi,j が決まる (図では j = 1, · · · , 10 := Ni．ここで Ni は i番目の粒

子から見える像のエッジの個数である)．このとき，

δi =
1

Ni

Ni∑
j=1

(cos θij , sin θij) (37)

という，エッジの角度の平均の方向を向くベクトルを定める．またこれに加え，n = 4次

近接までとの粒子との配向相互作用による方向ベクトル

βi =
1

n

n∑
j=1

vi
|vi|

(38)

を考えて，向きの離散時間発展方程式は

vi = χdδi + χbβi (39)

を規格化したものとして与えられる．ベクトル δi の意味を定性的に理解することは難しい

が，一般には，遠い粒子の作る像のエッジほど 2 つの角度が近いので (図 41(a) では θi,3

(a) (b)

図 41: 視覚情報を利用したモデル [135]．(a)モデルの模式図．(b)典型的な回転パターン．

図は [135]より許可を得て転載．
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(a) (b) (c)

図 42: 視覚情報を利用した斥力・引力を含むモデル [136]．(a)モデルの模式図．中心の粒

子から見て，(b)(a)における中心の粒子の視覚関数 V (ϕ)．前方を ϕ = 0，左側を ϕ < 0，

右側を ϕ > 0 とする．(前方は (a) の図的に上方向．) (c) 典型的な 2 方向回転パターン．

図は [136]より許可を得て転載．

と θi,4)，遠い粒子と向きを揃えやすいという傾向は主張可能であろう．このモデルにおい

ては，χd と χb が同程度の大きさのとき，回転パターンが出現する傾向にある (図 41(b))．

ただし， 3.1節で見たように魚の場合，視覚情報としては像のエッジではなく，像の網膜

に移る面積を使用していることには言及しておく．

また，これも魚の場合には対応しないが，エッジの平均方向から離れるような力が作用

し，像本体には引力が生じるモデルも存在する [136]．そこでは，2次元で図 42(a)のよう

に粒子が配置しているとき，図 42(b)のような明暗の 2値視覚関数 V (ϕ)を用いてモデル

を構築する (ϕは粒子の前方から測った角度)．モデルの詳細は煩雑になるため割愛するが，

V (ϕ)が非ゼロの部分 (視覚が像に占められている部分)から引力を受け，V (ϕ)のエッジ部

分から斥力を受けるように設定されている．このようなモデルにおいては，2方向回転パ

ターンが出現している (図 42(c))．

以上のように，本章のどのモデルにおいても回転魚群のように群れのサイズが体長より

数十倍以上にも及ぶ 3次元の回転パターンは再現されていない．
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5 巨大回転魚群のモデル化

この章の結果は本研究に関する著者らの論文 [137] に基づく．(S. Ito and N. Uchida,

Emergence of a Giant Rotating Cluster of Fish in Three Dimensions by Local Interac-

tions, J. Phys. Soc. Jpn. 91, 064806 (2022). doi:10.7566/JPSJ.91.064806より許可を

得て図表を転載．)

5.1 モデルの定式化

数千，数万匹からなる体長の数十倍の回転魚群のような 3次元での巨大な回転する群れ

を再現するためには，前章で見た先行モデルとは異なる新規モデルを立てる必要がある．

特に 3.2節で見た，群れの中での引力の消失や，fast-startによる逃避行動を元にモデルを

構築する．モデルでの個体の相互作用について概観すると以下のようになる．トポロジカ

ル相互作用による相互作用上限数を設け，群れの中では相手個体から斥力や配向相互作用

を受けるとする．これにより，過度な引力を受けないため，群れの大きさを保つことが可

能となる．また，相手個体の数が相互作用上限数に満たない場合は，fast-startを模した短

時間の引力が働く．これにより，個体の急激な運動方向の変化の伝播が生じ，群れの回転

を促す．

モデルの詳細に移る．まず，N 個の自己駆動粒子が，周期境界条件を課した 1 辺の長

さ Lの立方体のシミュレーションボックスに存在しているとする．i番目の粒子の位置を

ri，速度を vi = dri/dt とする．各粒子は孤立しているときには速さ v0 で自己推進し，こ

こに衝突回避のための斥力，向きを揃える配向相互作用，仮想的な捕食者から逃れ群れの

中へ向かう fast-start (3.2.3節)を模した引力が相互作用として働く (相互作用の性質はメ

トリック的に距離に依存して決まる)．斥力と配向相互作用は， 3.2.1節で見た (斥力・引

力の)平衡距離 re 以内の範囲で生じ，相互作用相手はトポロジカル相互作用 (3.2.2節)に

倣って Nu 次近接の粒子までとする．そして，i番目の粒子と斥力・配向相互作用を行う粒

図 43: Nu = 3の場合の相互作用の模式図．(a)|Li| < Nu の場合，(b)|Li| = Nu の場合の

相互作用範囲．(c)|Li(t)|(黒線)と Λi(t)(青線)の時間発展の例．|Li| < Nu となる時刻 t∗

においては t∗ + τ まで引力が発動し，時刻 t∗∗ では t∗∗ + 2τ まで引力が継続する．
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子の集合を Li，集合のサイズ (粒子数) を |Li| とする．例えば，図 43 は Nu = 3 の場合

の模式図で，(a)では Li = {j1, j2}，|Li| = 2，(b)では Li = {j1, j2, j3}，|Li| = 3 と

なる．一方で，引力は距離 re から ra の範囲にいる粒子に働く (ra は引力が効かなくなる

距離)．i番目の粒子と引力相互作用を行う粒子の集合を Ai，集合のサイズを |Ai|とする．
例えば，図 43(a)では Ai = {j3, j4, · · · , j8}，|Ai| = 6となる．

このような系を支配する連続時間発展方程式を以下のように定める．

τ0
dvi
dt

= (v0 − |vi|)v̂i +
1

|Li|
∑
j∈Li

g(|rij |)(vj − vi) (40)

+
1

|Li|
∑
j∈Li

g(|rij |)(vrr̂ij − vi) +
Λi(t)

|Ai|
∑
j∈Ai

(var̂ji − vi)

ここで，rij = ri − rj は粒子 j に対する粒子 iの相対位置ベクトルで，ベクトル量にハッ

ト記号をつけたものは，そのベクトル量を規格化したものを意味する．左辺において，粒

子の質量は 1に規格化しており，特徴的な運動のタイムスケール τ0 を導入している．一方

で，右辺では 4つの項があり，第 1項は自己推進項 (式 (8)に同じ)，第 2項が配向相互作

用，第 3項が斥力相互作用，第 4項が引力相互作用の項である．また，vr が衝突回避の速

さであり，va が fast-startで到達する最大速度である．斥力と配向相互作用に対しては直

接の体の接触による排除体積効果が加わっており，関数 g(|r|)に含まれる:

g(|r|) =
{ rb

|r| [|r| ≤ rb],

1 [|r| > rb].
(41)

ここで，rb は体長である．このようにして，式 (40)においては，全ての項が自身の速度 vi

を目標の速度 (それぞれ v0v̂i, vj , vrr̂ij , var̂ji)に合わせようとするように定式化されて

いる．これは，先行モデルの直接的かつ受動的な力の導入による相互作用よりも，能動的

な速度調整を行うこととして相互作用を定式化しているためである．これにより，実験で

観測された速度とパラメタを一致させやすくなるという利点もある．

このモデル化において最も重要な関数が引力の強度を決定する Λi(t) である．Λi(t) は

|Li| の関数になっており，|Li| の値に応じて fast-start としての引力の入り切りがなされ

る．具体的には，|Li(t)| < Nu になった瞬間に Λi(t) = λとなり，それが fast-startの短時

間の持続時間 τ = 0.1[s]だけ続く．そして，|Li(t+ τ)| = Nu であれば，Λi(t+ τ) = 0と

なって引力が消失するようになっている．ただし，|Li(t+ τ)| < Nu の場合は，もう一度

τ だけ Λi(t + τ) = λが持続し，|Li(t+ τ)| = Nu となるまでこれを繰り返す．図 43(a),

(b) にそれぞれ，引力が発生しているとき，消失しているときの相互作用範囲を示し，

図 43(c)に |Li(t)|と Λi(t)の時間発展の具体例を示す．定性的には，このような Λi(t)の

挙動は 3.2.3節で見たように，群れの境界にいるとき fast-startが発動し，群れの中にいる

ときは発動しにくいことを反映している．また，引力が re から ra の範囲までにいる粒子

に対して作用することは，視覚によって群れを捉え，その方向に向かっていくことを反映

している．

また，式 (40)を数値積分する際は，dt = 0.005の時間刻みで 4次のルンゲ・クッタ法を

用いて計算した [138]．
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5.1.1 各パラメタ値の実験値との対応

本モデル中に現れるパラメタの妥当な値について考察していく．表 1は，パラメタとそ

の値のリストである．特に速度や時間のパラメタの値を決めるには，適切な見積もりが必

要である．

まず，定常遊泳速度 v0 は魚種や個体により 0.5 ∼ 5.0 BL s−1 と，ある程度のばらつきは

認められるが，多くの魚種は 1 ∼ 3 BL s−1 で遊泳するため (2.4節も参照) [38, 51, 52, 68,

139,140]，v0 = 1.5 BL s−1 を採用した．特徴的なタイムスケール τ0 については，この v0

と典型的な加速度の比から見積もるのが妥当であろう．定常遊泳の速度の背景場に流され

ているときや，re 以内で相互作用しているときの加速度は a0 = 0.1 ∼ 1.0 BL s−2 のオー

ダーである [68,77,140]．従って，τ0 ≈ v0/a0 ≈ 1 sと見積もることができる．この評価で

あれば，定性的には v0τ0 ≈ re で，速度が変化するまでの遊泳距離と相互作用距離が同等

という妥当な関係式を得ることができる．また，衝突回避のための速度 vr は直接的には測

定されていないが，定常遊泳の速度の背景場に流されているときの加速度と re 以内で相互

作用しているときの加速度が同じオーダーであることを考えると，vr ≈ v0 と考えてよい．

fast-startの最大到達速度 va に関しても，実験値には 5.3 ∼ 27.3 BL s−1 とばらつきが

あるが，多くの魚種で 7 ∼ 11 BL s−1 の値をとるため (2.4 節も参照) [64, 139]，7.5 BL

s−1 を採用した．また，fast-startの持続時間 τ は典型的な 0.1 sを用いる．ちなみに，本

モデルでは λを可変パラメタとしているが，λの取りうる値を大雑把に見積もることも可

能である．fast-startでの加速度はおおよそ数十 BL s−2 であるため [64,68]，va と比をと

ることで fast-startの時定数は 0.01 sから 0.1 sのオーダーであると言える．このとき定

数が τ0/λに対応するため λは 1から 10のオーダーと見積もれる．

加えて，Nu の評価も示す． 3.2.2節で見たように，魚の場合 Nu の値は 1，3，6-8など

と揺れがあるが，ここでは別の実験 [141]を用いて見積もってみる．コイ，セイス，ニシン

といった 3種の淡水魚，海水魚を用いて n次近接の距離の分布を測定したところ，どの魚

種でも 3次近接の分布のピークが 1.5 BL以内に入ることが知られている．この 1.5 BLは

re に近いため，Nu ≈ 3と見積もることが可能である．

表 1: パラメタのリスト． 本モデルではリスケールされた値を使用する (re = 1.5 BL

= 1, τ0 = 1 s = 1)．

記号 定義 実験値 採用値 リスケール値

re 平衡距離 ∼ 1.5 BL [76,77] 1.5 BL 1

ra 引力の半径 ≳ 5 BL [76,77] 7.5 BL 5

rb 体長 1 BL 1 BL 2/3

v0 定常遊泳速度 0.5 ∼ 5 BL s−1 [38, 51,52,68,139,140] 1.5 BL s−1 1

vr 衝突回避速度 – 1.5 BL s−1 1

τ0 特徴的なタイムスケール ∼ 1 s [38,51,52,68,77,139,140] 1 s 1

va fast-startの速度 5.3 ∼ 27.3 BL s−1 [64, 139] 7.5 BL s−1 5

τ fast-startの持続時間 0.03 ∼ 0.18 s [63,64] 0.1 s 0.1

N 粒子数 – 変数 350 ∼ 15000

Nu 相互作用粒子数上限 – 変数 1 ∼ 50

λ 引力の強さ – 変数 0.2 ∼ 25.0
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(a) (b)

図 44: 初期条件のスナップショット．色は粒子の速度の向きを反映する．(a)ランダム初

期条件の例．(b)クラスター初期条件の例．

以上のようなパラメタ設定において，長さと時間を re = 1.5 BL = 1, τ0 = 1 s = 1とな

るようにリスケールしてシミュレーションを行う．

5.1.2 初期条件の設定

本モデルでは，以下の 2種類の初期条件を用いる．

• ランダム初期条件：1辺が L = 35, 40のシミュレーションボックスを用い，各粒子

は位置，向き共にランダムで，速さは |vi(t = 0)| = v0 とした場合 (図 44(a))．

• クラスター初期条件：1 辺が L = 120 のシミュレーションボックスを用い，各粒

子が互いにほとんど re の距離をとってコンタクトした 1 つの球状クラスターか

ら始める場合．ただし，向きは x 軸に平行で向きが揃っているものとし，速さは

|vi(t = 0)| = v0 とする (図 44(b))．

2種類の初期条件を使い分ける理由は以下の通りである．ランダム初期条件はランダム

な状態から自発的に回転パターンが生じることを示すために用いる．L = 35, 40という値

は，ランダムな状態から定常状態になるまでにかかる計算コストを抑えるために適切に設

定されている．例えば，初期条件からの時間発展によって数個のクラスターができるが，L

が非常に大きい場合，これらのクラスターが衝突して 1クラスターになるのに非常に時間

がかかってしまう．逆に，Lが小さすぎる場合は，1クラスターになったときに周期境界条

件の影響でクラスターの端と端が接触し，有限サイズ効果が出てしまう．

クラスター初期条件を使う利点は 2つある．1つ目は 1クラスター状態が安定かどうか

を直ちに判定できる点である．もし，1クラスター状態が不安定であれば，クラスターは分

裂すると考えられる．2つ目は，1クラスター状態から始めるので，Lを極めて大きくして

も大きな計算時間を要さない点である (ここでは L = 120)．パラメタ (N, Nu, λ)によっ

ては，巨大な (リング状の)回転クラスターが生じるため，計算コストに鑑みてクラスター

初期条件を選択する必要が出てくる．

ここで問題となるのは，クラスター初期条件において球状クラスターの半径をどのよう
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図 45: Rχの決定方法の例．(a)N = 3000, Nu = 3の場合．例えば，λ = 1.0ではRχ = 8.0

において χ(R)が最小化される．(b)N = 3000, Nu = 10の場合．(c)N = 10000, Nu = 3

の場合．

に決定するかということである．まず，半径 Rの球の中にランダムな位置で粒子を配置す

る (速度は vi(t = 0) = (v0, 0, 0))．このとき，Rを小さくしすぎると斥力によってクラス

ターは急速に膨張し分裂するが，Rを大きく取りすぎても引力によって多数のクラスター

に分裂してしまう．従って，初期半径 Rの 1クラスターを短時間保っていられたとき，こ

れを最適化半径 Rχ としてクラスター初期条件に採用する．定量的には以下のようにして，

各パラメタ (N, Nu, λ)ごとに Rχ を決定する．クラスターの半径の Rからのずれを表す

量として

χ(R, t) =

∣∣∣∣S1(t) + S2(t) + S3(t)

3
−R

∣∣∣∣ (42)

という量を考える．ここで，S1(t), S2(t), S3(t)はクラスターの慣性モーメントテンソル

の固有ベクトル方向のクラスターサイズである．つまり，(S1(t) + S2(t) + S3(t))/3はク

ラスターの平均的サイズ (半径) ということになり，それが R からどれだけ離れているか

を測定する量が χ(R, t)である．Rは 1から 15まで 0.5刻みで調整され，χ(R, t)の t = 0

から t = 10までの時間平均 χ(R)が最小になるような Rを Rχ と定める．図 45は Rχ の

決定のいくつかの例を示している．
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5.2 測定量の導入

集団パターンの解析に必要な諸量を定義する．まず，クラスターの定義である．ある粒

子の最近接の粒子が ra 以内の距離に存在するとき，その粒子は最近接の粒子が属するクラ

スターに属すると定義する．このクラスタリングの定義によって定められた，系の最大の

クラスターに属する粒子の集合を C と書く．このとき，

pc(t) =
|C(t)|
N

(43)

を，最大のクラスターに属する粒子数の割合とする．1クラスターしかない状態であれば

pc = 1となり，pc < 1であればクラスターの分裂が起こったことがわかる．

秩序変数に関しては，ほとんど式 (1)，(4)と同じであるが，全粒子ではなく最大クラス

ターのものとして定義し，ベクトル表示にしておく．配向秩序変数ベクトルを

P (t) =
1

|C(t)|
∑
i∈C(t)

v̂i(t), (44)

回転秩序変数ベクトルを

M(t) =
1

|C(t)|
∑
i∈C(t)

ĉi(t)× v̂i(t) (45)

とする．ただし，最大クラスターの重心位置を rG =
∑
i∈C(t) ri/|C(t)| として，ci(t) =

ri − rG である．

続いて，回転クラスターにおける回転軸から測った各粒子の位置 c⊥i を，M(t) と

ci ×M(t)に垂直な方向への ci の射影として定める．このとき，回転クラスターの外径

Ro(t) = max
i∈C(t)

∣∣c⊥i (t)∣∣ (46)

と内径
Ri(t) = min

i∈C(t)

∣∣c⊥i (t)∣∣ (47)

を定義する (Ri の下つき添え字 iは “inner radius”の頭文字 iを意味し，粒子番号ではな

いことに注意)．また，平均の角速度を

Ω(t) =
1

|C(t)|

∣∣∣∣∣∣
∑
i∈C(t)

c⊥i (t)× vi(t)∣∣c⊥i (t)∣∣2
∣∣∣∣∣∣ (48)

とする．これより粒子が回転クラスターを周回するときの周期がわかる．

慣性モーメントテンソルを

Iµν(t) =
∑
i∈C(t)

(c2i (t)δµν − ci,µ(t)ci,ν(t)) (49)

とする．ここで，µ, ν = x, y, zであり，δµν は単位テンソルの成分である．このテンソル

を対角化することで，固有値として主慣性モーメント I1(t), I2(t), I3(t)，(規格化された)
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固有ベクトルとして u1(t), u2(t), u3(t)を得ることができる．ただし，主慣性モーメント

の大きさは I1(t) ≥ I2(t) ≥ I3(t)とする．また，固有ベクトル方向のクラスターサイズを

Sα(t) = max
i∈C(t)

|ci(t) · uα(t)| (50)

と定義する (α = 1, 2, 3)．主慣性モーメントの大きさの順序付けの定義により，例えばトー

ラス状のクラスターでは S1 が高さの半分，S3 が外径に対応する．あるいは，楕円体状の

クラスターであれば，S1 が半短軸，S3 が半長軸に対応する．続いて，主慣性モーメント

の比

Is(t) =
2I1(t)

I2(t) + I3(t)
(51)

を定義しておく．仮に，完全なトーラス形状を取っているとすると，付録 B の式 (B.15)

より

Is(t) =
8 (Ro +Ri)

2
+ 6 (Ro −Ri)

2

4 (Ro +Ri)
2
+ 5 (Ro −Ri)

2 (52)

となる．特に，Ri = Ro のリング形状では Is = 2，Ri = 0で穴がちょうど閉じた状態では

Is(t) =
14

9
(53)

を得る．

5.3 集団パターンと相図

以下の節で結果を示す．図 46 は t = 1500 における群れの動的定常状態でのスナップ

ショットである．(a)-(c)に対してはランダム初期条件を適用し，(d), (e)に対してはクラ

スター初期条件を採用した．適切なパラメタを選ぶことによって，様々な形状の回転パ

ターンが生じることがわかる．図 46(a), (b) はトーラス状，(c) は球状，(d), (e) はリン

グ状の回転パターンである (定量的な分類は次節で行う)．特に，球状の回転クラスター

は，パターンとしても先行モデルで再現されていなかったものであり，自然界の魚の群

れの “bait-ball”に対応する (図 3(e)) [8]．図 46 中のクラスターでは，最も小さいもので

(a)約 19の大きさをとり，最も大きいもので (d)約 40の大きさをとっている．いずれも

re = 1のみならず ra = 5と比べても数倍を超えており，体長の数十倍の大きさの群れが

出現する．

また回転パターン以外の集団パターンも出現する．図 47はいずれもランダム初期条件か

ら始めたときの t = 1500でのスナップショットで，(a)が向きの揃った群れ，(b)が各粒子

が乱雑な向きをとる群れ，(c)が動的に形が変形する群れである．この場合も，クラスター

のサイズは ra の数倍になる．これらのパターンの動的な挙動についてはムービー [142]を

参照．

5.3.1 集団パターンの分類

以上のように本モデルでは多様な集団パターンが現れることがわかったので，これらを

定量的に分類していく．まず，図 48 に示すように，クラスター初期条件から始めたとき

クラスターの秩序変数やサイズは経過時間 ∆t ∼ 100程度で定常状態になる．それぞれの
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図 46: 回転パターンのスナップショット．各粒子は 2/3 (= 1 BL)の長さの矢印で表示さ

れ，色は粒子の運動の向き (矢印の向き) に対応する．見やすくするために，シミュレー

ションボックスの一部を切り出し，座標原点をシフトしている．(a)N = 3000, Nu =

3, λ = 7.0でのトーラス状回転パターン．(b)N = 10000, Nu = 3, λ = 11.0でのトーラ

ス状回転パターン．(c)N = 10000, Nu = 1, λ = 11.0 での球状回転パターン．(d)N =

3000, Nu = 3, λ = 4.5 でのリング状回転パターン．(e)N = 10000, Nu = 3, λ = 7.0

でのリング状回転パターン．(f) 粒子の向き v̂ = (vx/|v|, vy/|v|, vz/|v|) に対応する色
相球面．vz/|v| = 0では単縦な色相であり，そこから vz/|v| > 0では白さが増した色相，

vz/|v| < 0では黒さが増した色相になる．

図 47: 回転パターン以外の群れのスナップショット．図示方法は図 46 と同じである．

(a)N = 3000, Nu = 3, λ = 0.5での向きの揃った群れ．(b)N = 3000, Nu = 1, λ = 25.0

での各粒子が乱雑な向きをとる群れ．(c)N = 3000, Nu = 10, λ = 9.0での動的に形が変

形する群れ．
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図 48: クラスター初期条件での N = 3000のクラスターの秩序変数と外径，内径の時間発

展．水色の線が Nu = 3, λ = 0.5での向きの揃った群れ．灰色の線が Nu = 1, λ = 25.0

での各粒子が乱雑な向きをとる群れ．オレンジの線が Nu = 3, λ = 5.0 でのリング状

の回転する群れ．赤の線が Nu = 3, λ = 9.0 でのトーラス状の回転する群れ．紫の線が

Nu = 1, λ = 7.0での球状の回転する群れ．(a)配向秩序変数 P (t)が破線，回転秩序変数

M(t)が実線である．(b)内径 Ri(t)が破線，外径 Ro(t)が実線である．

量は t ∈ [1000, 1500]の間で時間平均されパターン分類の評価に使用されるが，図 48から

t = 1000では定常状態に十分落ち着いていることが確認される．

はじめに，7つのパターンの名称と定性的な分類を記す．回転パターンは

• rotating ball: ほぼ球状の回転クラスターで，主慣性モーメント間の比がほとんど 1

に等しいもの (図 46(c))．

• torus: トーラス状の回転クラスターで，内径が re 以下の中心穴が小さいもの

(図 46(a，b))．

• ring: リング状の回転クラスターで，内径が re 以上で中心穴が大きいもの (図 46(d，

e))．

非回転パターンは

• polarized school: 各粒子の向きがほぼ揃ったクラスターで，全体がある方向に運動

するもの (図 47(a))．

• swarm: 各粒子の向きが乱雑で，配向の秩序が小さいもの (図 47(b))．

• splitting: クラスター初期条件における 1クラスターが分裂してしまったもの．

• undetermined form: 1クラスターではあるが，クラスターの形が絶えず変化し，秩

序変数の時間的変動が大きいもの (図 47(c))．

である．

これら 7つのパターンの定量的分類方法を図 49の樹形図に示す．まず，図中の記号に

ついて述べる．t ∈ [1000, 1500] における量 X(t) の時間平均を X としている．リングを

判定するため，1 回のシミュレーションにおいて Ri(t) ≥ re となっていた持続時間のう

ち，最大のものを Tp と定義する．加えて，Ωp は粒子平均角速度 Ω(t)の Tp の持続時間で

の時間平均である．また，∆P 及び ∆M は，それぞれ P (t), M(t)の t ∈ [1000, 1500]に
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図 49: パターン分類の樹形図．左から右へ分類が進む．

おける標準偏差である．図 49に示した第 1条件 pc > 0.9は，1クラスターが維持されて

いるかどうかを判定する．第 2条件は，粒子の平均周回時間 2π/Ωp が Ri(t) ≥ re の持続

時間 Tp よりも大きいかどうかを判定する．2π/Ωp < Tp の場合，粒子が 1周する間リング

が維持されていると判定できる．第 3条件は，クラスターに配向と回転の秩序のどちらか

が存在するかを判定する．第 4条件は，配向と回転の秩序の揺らぎが存在するかを判定す

図 50: クラスター初期条件を使用したときの N = 3000におけるパターンの相図．それぞ

れの円グラフは，パラメタセット (λ, Nu)において 50回シミュレーションしたときの各

パターンの出現頻度を表している．
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る．ここで，0.05 という判定のしきい値は，polarized school や rotating ball，torus で

は ∆P, ∆M =0.001-0.01の範囲に収まっていることからくる．第 5条件は，回転の秩序

があるかを判定する．第 6条件は，クラスターの形状が球状かどうかを判定する．14/9と

いう値は式 (53)に由来する．

5.3.2 集団パターンの相図

上記の集団パターンの分類方法を用いて，引力の強さ λと相互作用相手の最大数 Nu を

変えたときの，N = 3000 での出現パターンの割合を示したのが，図 50 である．各パラ

メータに対して 50回シミュレーションを行ったときのパターンの出現頻度を円グラフで示

している．統一的なシミュレーションを実行するため，クラスター初期条件を用いた．各

粒子の向きが揃ったクラスター初期条件を使用したにも関わらず，幅広い (λ, Nu)パラメ

タ領域で回転パターン (rotating ball，torus，ring)が出現することがわかる．特に，傾向

としては比較的小さい Nu と大きい λで出現する．また，λを上昇させると，引力によっ

て凝集能力が高まり，ring→torus→rotating ballというようにクラスターの渦軸に垂直な

方向への広がりが小さくなっていく．加えて，このようなパラメタ領域 (λ, Nu)は， 5.1.1

節で示した実験から見積もられる λ ∼ O(1)-O(10)，及び Nu ≲ 3という値によく一致し

ていると言える．一方で，polarized schoolは比較的大きい Nu と小さい λで出現する．

このようなパラメタ依存性は，定性的には次のように説明できる．まず，Nu が小さい場

合，少数の粒子の情報を用いて斥力や配向相互作用を行うため，周囲の粒子の向きなどの

図 51: クラスター初期条件を使用したときの Nu = 3におけるパターンの相図．パターン

と色の対応は，図 50と同じである．円グラフは (λ, N)において 10回シミュレーション

したときの各パターンの出現頻度を表している．
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変化に鋭敏に反応できるようになる．つまり，運動方程式 (式 (40))の斥力，配向相互作用

項における目標速度
∑
j∈Li

vrr̂ij/|Li|,
∑
j∈Li

vj/|Li| が，少数の粒子の平均値として現
れるため，個々の粒子の情報が強い影響を及ぼす (逆に Nu が大きい場合は，多数の粒子の

平均によって個々の粒子の情報の重みが小さくなる)．続いて，λが大きい場合は，単純に

クラスターの内側に入り込もうとする効果が強くなるため，結果として回転を促進するよ

うになる．

また，Nu = 3における粒子数を N = 1000-10000とした場合のパターン相図を図 51に

示す．この場合も，広いパラメタ領域 (λ, N)で回転パターンが出現するが，特に粒子数が

多いときの方が ringや torusが出現しやすい．

5.4 クラスターのサイズ

本節ではクラスターのサイズを示す．図 52(a)は N = 3000の回転パターンの外径 Ro

を Nu の関数としてみたものである．Nu = 2-3にピークが存在し，そこから Nu を大きく

すると外径は減少し続ける．ピークの位置は球状からトーラス状へ変形する過程での Nu

の値に対応する．特に Nu = 50においては，すでに 2Ro ≈ ra(= 5)でクラスター直径が

最大相互作用半径と同等になっている．この結果は，Nu → ∞の極限に対応するメトリッ
ク相互作用型モデル (4.1節)による回転パターンのサイズが，相互作用半径より小さいこ

とと照応する．また，主慣性モーメントの比 Is(式 (51))は Nu = 5程度にピークを持つ．

特に，Nu = 1においては，Is が 1に近いため極めて球形に近い．

続いて，図 53(a) は Nu = 3 における外径と内径の N, λ 依存性である．図 51 におい

て，ringと torusの出現する境目の λから，λを小さくしていくと Ri がゼロではない有限

の値を持ち始め，確かに中心に大きな穴の空いたクラスターができていることが確かめら

れる．実験との定性的対応を見てみると，3000匹のイワシの回転する群れの内径と外径は

それぞれ 1-2 BL，13-17 BLであるが [6]，これはおおよそ N = 3000, Nu = 3, λ = 7.0

での内径 1 BLと外径 15 BLに対応する (体長を長さの単位とすると図 53(a)に示した長

図 52: N = 3000の回転パターンにおける Nu の関数としてのクラスター形状．それぞれ

時間平均した量の 10 回のシミュレーションにおける平均値と，その標準偏差としてのエ

ラーバーを付す．(a) 外径 Ro，(b) 主慣性モーメントの比 Is を示す．(b) において 14/9

は式 (53)による，torus(Is > 14/9)と rotating ball(Is ≤ 14/9)判別のしきい値である．
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図 53: Nu = 3でのクラスターのサイズと各粒子の回転周期の N, λ依存性．図 52と同様

にエラーバー等を付す．(a)外径 Ro が実線，内径 Ri が破線である．(b)各粒子の回転周

期の平均 T b．(c)クラスターの平均周長 2π(Ro +Ri)/2と T b の関係．実線はフィッティ

ング線 π(Ro +Ri) = vT b で v = 0.45である．

さは 1.5倍になることに注意)．

5.4.1 サイズと粒子数のスケーリング則

このように，オーダーとしては魚の群れのサイズに匹敵することがわかったので，ここ

では定量的な実験との比較を行う．図 51 を参考に，回転パターン (特に torus，rotating

ball)が幅広い粒子数で出現する Nu = 3, λ = 11.0で，N = 350から 15000まで変化さ

せたときの系の挙動を図 54に示す．実際，図 54(a)によれば，回転秩序変数M は 0.5以

上を保っており回転パターンであることが確認され，かつ，図 54(b)から内径 Ri はゼロ

近くを保ったまま外径 Ro のみが増大していることがいえる．また，先行研究との比較で

は，先行モデルでは粒子数を多くしていくと回転秩序変数M は 200粒子程度でピークを

迎え，そこからは減衰していく一方なのに対し [131,132]，本モデルでは粒子数が増加しす

るとM は増大し続けることがわかる．加えて，ポテンシャル型モデル (4.1.1 節) とは違

い，粒子数が増加すればクラスターサイズも増大する自然なモデルになっていると言える．

上記のパラメータ値を用いて，クラスターの渦軸に垂直な方向への射影面積 πR2
o を幅

広い粒子数の範囲で測定する．ここで，式 (46) に基づき，渦軸は回転秩序変数ベクトル

M(t)が向いている方向とし，その単位ベクトルを eM (t) = M(t)/|M(t)|と定める．こ
のとき，射影面積 πR2

o と粒子数の関係を両対数グラフにプロットすると，線形関係にある
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図 54: Nu = 3, λ = 11.0 で の 回 転 秩 序 変 数 と 外 径 ，内 径 の 粒

子 数 依 存 性 ．図 52 と 同 様 に エ ラ ー バ ー 等 を 付 す ．粒 子 数 は N =

350, 500, 750, 1000, 1500, 2000, 3000, 5000, 7000, 10000, 15000と変化する．(a)回

転秩序変数M．破線M = 0.5は回転パターンか polarized schoolかを判別するしきい値

である．(b)緑の線が外径 Ro，マゼンタの線が内径 Ri．破線 Ri = re は ringかその他の

回転パターンかを判別するしきい値である．

ことがわかる (図 55(a))．そこで，

N ∝ (πR2
o)
ν (54)

としてフィッティングを実行すると，

ν = 1.283± 0.004 (55)

を得る．もしクラスターが一様な円板状であれば ν = 1となり，球状であれば ν = 3/2 =

1.5になるので，ν = 1.283という値は円板と球の中間の形状を意味する．一方で，実際の

ニシンやサバの群れでの観測では，粒子数を群れ全体の重さに置き換え (各個体の重さはほ

ぼ一定と仮定すると，群れ全体の重さは個体数に比例する)，水平面への射影面積との関係

を見ると，(重さ) ∝ (水平投影面積)νe を満たし

νe = 1.329 (56)

となることがわかっている (図 55(b)) [143]．

このように，本モデルによるべき指数 ν と実験値 νe はよく一致していると主張でき，実

験系と定量的な比較をしたという点が本研究の特色である．

5.5 回転クラスター中の粒子の運動

回転クラスター中の個々の粒子の運動について考える．まずは，測定のための諸量を定

義する．x軸方向の単位ベクトル ex を渦軸方向の単位ベクトル eM (t)に垂直な平面に射

影したときの (規格化を施した)ベクトルを

e⊥1 (t) =
(I − eM (t)⊗ eM (t))ex
|(I − eM (t)⊗ eM (t))ex|

(57)
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(a) (b)

図 55: 群れのサイズに関するスケーリング関係．(a)Nu = 3, λ = 11.0での射影面積 πR2
o

と粒子数 N の関係．フィッティング線は，N ∝ (πR2
o)
ν で，ν = 1.283である．(b)ニシ

ン (herring) とサバ (mackerel) の群れの重さと水平投影面積の関係 [143]．フィッティン

グ線は，(重さ) ∝ (水平投影面積)νe で，νe = 1.329である．図 (b)は [143]より許可を得

て転載．

とする．ここで，I は恒等行列，⊗はテンソル積である．さらに，eM (t)と e⊥1 (t)に垂直

なベクトルとして，
e⊥2 (t) = eM (t)× e⊥1 (t) (58)

を用意する．群れの重心を原点として，これら 3つのベクトル {eM (t), e⊥1 (t), e
⊥
2 (t)}を

基底ベクトルとすれば，回転クラスターに一意に座標を張ることができる．回転軸に垂直

な平面上での粒子の位置を

c⊥i (t) = (c⊥i,1(t), c
⊥
i,2(t)) = (ci(t) · e⊥1 (t), ci(t) · e⊥2 (t)) (59)

とし，回転軸まわりの方位角を

ϕi(t) = tan−1

(
c⊥i,2(t)

c⊥i,1(t)

)
∈ [−π, π] (60)

とする．一周したとき，ϕi(t) が −π から π(またはその逆) にジャンプすることを利用し

て，回転クラスター中の各粒子の周回周期 Tb,i を求める．そして，時間平均を取ったもの

T b,i を全粒子について平均したものを T b と定める．

図 56は，ある粒子の c⊥(t)及び，c⊥1 (t) = c⊥(t) cosϕ(t)の時間発展の様子である．c⊥(t)

から，(a)の ringの場合も，(b)の torusの場合もどちらも，粒子が外径と内径の間を行っ

たり来たりしていることがわかる．これは，ポテンシャル型モデル (4.1.1節)で出現する

剛体回転するクラスターとは大きく異なる点である [25]．c⊥1 (t) の挙動を見れば，おおよ

そ 100τ0 のタイムスケールで周回していることがわかるが，実際に平均の周回周期 T b を

測定したのが，図 53(b)である．λを下げ rotating ball，tours，ringと変化していくにつ

れ周回周期は上昇し，10000粒子では 300τ0 にまで達している．また，図 53(c)はクラス

ターの平均周長 2π(Ro + Ri)/2と周回周期 T b の関係を示す．線形の関係であるので，λ

の大きさによらず，粒子はクラスター中を一定の速度で進んでいることがわかる．そこで

π(Ro +Ri) = vT b (61)
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(a) (b)

図 56: N = 3000, Nu = 3 での，ある粒子の動径距離 c⊥(t) と c⊥1 (t) の時間発展．ク

ラスター初期条件を使用して，t = 2000 から 4000 まで測定．上の緑の線が c⊥(t)，下

の緑の線が −c⊥(t)，マゼンタの線が c⊥1 (t) である．破線は t ∈ [2000, 4000] における

±Ro(t), ± Ri(t) の時間平均値を示す．(a)λ = 4.5 の場合 (ring)．(b)λ = 7.0 の場合

(torus)．

として，フィッティングを実行すると v = 0.45となり，おおよそ v0 の半分の値を示すこ

とがわかった．この値は，自己推進と斥力の競合という点から説明可能である．前方の粒

子と衝突しそうになると，粒子はおおよそ v0 − vr = 0で減速しようとするが，一方で後

方の粒子と衝突しそうになると v0 = vr で前進しようとする．従って，平均的には v0/2程

度の速度で推進する．

5.5.1 動径方向の運動の時間相関

図 56でみた粒子の動径方向の運動の特徴を捉えるために，c⊥(t)の時間自己相関関数を

次式で定義する：

G(∆t) =
1

|C(t)|
∑
i∈C(t)

(⟨
c⊥i (t+∆t)c⊥i (t)

⟩
−
⟨
c⊥i (t)

⟩2)
. (62)

ここで ⟨. . .⟩は時間平均を表し，t ∈ [2500, 12500]において平均する. また，G(∆t = 0) = 1

となるように規格化を施す．もし，動径方向の運動がブラウン運動で近似されるのであれ

ば，自己相関関数は指数関数的に減衰するはずである [10]．

図 57に λを変化させたときの G(∆t)を示す．これより，相関関数は指数関数より早く

減少することがわかり，特に λが大きい場合にその傾向が顕著である．このような挙動は

斥力や配向相互作用によるブラウン運動に加え，何らかの擾乱が作用していることを示唆

している．そのひとつの理由として，渦軸の運動による擾乱の発生が考えられる (付録 C

を参照)．渦軸が運動することによる動径方向の移動距離は，式 (C.17)に基づけばクラス

ターのアスペクト比 (半径/高さ)に依存する．つまり，アスペクト比の小さいクラスター

ほど動径距離のシフト量は大きくなるが，このような低アスペクト比のクラスターは大き

い λで実現される．
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図 57: N = 3000, Nu = 3 での λ を変化させた場合の自己相関関数 G(∆t)．(片対数プ

ロット)

5.5.2 ringのちぎれと再生

相図 (図 50，図 51)における ringと splittingの境目について補足する．まず，ringか

らどのように splitting に移行するかを見る．ring はパラメタによっては時々ちぎれを引

き起こす．というのは，(斥力) 相互作用による粒子密度の揺らぎの影響で ring の一部分

が細くなることがあり，λが小さい場合，その細くなった部分のちぎれを引力相互作用に

よってつなぎとめることができないことがある．このちぎれが起こったとき，(環の一部を

切って開くイメージで) ringは棒状のクラスターに変形していく．このときさらに，棒状

クラスターがちぎれて分裂してしまうというのが ringから splittingへの移行のシナリオ

である．一方で，棒状クラスターをつなぎとめておくことができた場合は，再び回転し始

め ringが再形成される (動画も参照 [142])．

相図を作成する上で問題となるのは，そもそも ringのちぎれがいつ起こるかということ

に不定性が存在する点である (図 58)．しかし，このちぎれが起こる時間間隔のタイムス

ケールは 1000τ0 から 10000τ0 のオーダーであり，これは回転周期 T b ∼ 100τ0 の数十倍か

ら数百倍に及ぶ．従って，ring は粒子が数十回から数百回周回する程度には安定であり，

直ちにちぎれてしまうわけではないことは言及に値する．

また，ちぎれが起こった場合，分裂がいつ生じるのか予測がつかないという点も問題と

なる．図 59は，ちぎれが 4回起こった後，5回目のちぎれで分裂した例である．この例か

らもわかるようにちぎれが起こったからといって必ずしも，splittingにつながるというわ

けではない．従って，相図 (図 50，図 51)作成時に使用したシミュレーションのタイムス

ケール t = 1500は，ringと splittingを区別するという点では，ある程度定性的なタイム

スケールに過ぎないことに注意しなければならない．
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図 58: N = 3000, Nu = 3, λ = 4.0における，ちぎれの発生間隔の例．外径 Ro(t)(オレ

ンジの線) と内径 Ri(t)(茶色の線)，pc(t)(マゼンタの線) の時間発展を示す．(a)0 ≤ t ≤
30000のシミュレーションにおいて，1度もちぎれが起こらない例．(b)-(d)それぞれ異な

るタイミングで，Ro(t)のスパイクに対応するちぎれが何度か起こる例．

図 59: N = 3000, Nu = 3, λ = 3.5における，ringのちぎれと splittingへの移行の例．

(a)外径 Ro(t)(オレンジの線)と内径 Ri(t)(茶色の線)の時間発展．(b)最大クラスターに

含まれる粒子数の割合 pc(t)の時間発展．t ∼ 5000まで，Ro(t)のスパイクに対応してち

ぎれと ringの再生を 4回繰り返し，t ∼ 8000において最大クラスターに含まれる約 20%

の粒子数が失われる分裂が起こる．

5.6 回転パターンの内部構造

最後に，回転パターンの内部構造を調べるため動径方向の分布関数を考える．まずは，

数密度分布関数を

ρ̃(c⊥, t) =
∑
i∈C(t)

δ(c⊥i (t)− c⊥)

c⊥
(63)
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として定義する．ここで，δ(◦) はディラックのデルタ関数である．数値計算的には，
∆c⊥ = 0.01の幅のビンを使用し，デルタ関数は区間 [c⊥, c⊥ +∆c⊥]に入っている粒子数

で置き換える．さらに，これを

ρ(c⊥, t) =
ρ̃(c⊥, t)∫∞

0
dc⊥c⊥ρ̃(c⊥, t)

(64)

とすれば，規格化された数密度分布関数を得る．これを時間平均したものを ρ(c⊥)と書く．

続いて，re 以内の相互作用している粒子数の指標，あるいは引力がオンになっているか

オフになっているかの指標として，ηi(t) = |Li(t)|/Nu という量を定義する．定義より，
0 ≤ ηi(t) ≤ 1であり，ηi(t) < 1の場合には，その粒子に引力相互作用が生じていること

を意味する．
η(c⊥, t) =

∑
i∈C(t)

ηi(t)δ(c
⊥
i (t)− c⊥) (65)

が分布関数となる．ただし，和は ρ(c⊥, t) > 0 の場合のみ取ることにする．というのも，

和に ρ(c⊥, t) = 0の場合も含めると，ηi(t) = 0を持つ粒子が存在したことになってしまい

物理的意味をなさないからである．また，全く同様に速さの分布関数

V (c⊥, t) =
∑
i∈C(t)

|vi(t)|δ(c⊥i (t)− c⊥) (66)

も定義する．

図 60に示すように，数密度分布 ρ(c⊥)は λの上昇に伴って，範囲が狭くなっていくこ

とがわかる．これは単純に引力によって凝集能力が高まっていることを意味する．また，

torus，ring で ρ(c⊥) にピークが存在するのは自明のであるが (図 60(a))，rotating ball

にもピークが存在することは興味深い (図 60(b))．これは定性的には次のように理解でき

る：渦軸付近ではすぐ隣に反対の向きを持った粒子がいるので，配向相互作用で向きが乱

れ，さらに斥力によって弾き飛ばされる．つまり，渦軸付近に粒子は近づき難く，数密度

が小さくなる．

図 60: 動径方向の数密度分布 ρ(c⊥) 及び，引力が働いている粒子の割合 η(c⊥)．(a)N =

3000, Nu = 3 での ρ(c⊥)(実線) と η(c⊥)(破線)．オレンジの線が ring(λ = 5.0)，赤の線

が torus(λ = 9.0)，紫の線が rotating ball(λ = 25.0)に対応する．(b)N = 3000, Nu = 3

での ρ(c⊥)．λ = 1.0のみ torusで，それ以外は rotating ball．
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図 61: N = 10000, Nu = 3での速度分布 V (c⊥)．オレンジの線が ringに，赤の線が torus

に対応する．

続いて，図 60(a)から，引力が作用している粒子の位置がわかる．クラスターの内側で

は η(c⊥) = 1のため，粒子には引力が働いておらず，η(c⊥) < 1となるのは厚さ re = 1程

度のクラスター表面付近においてである．従って，表面付近にいる粒子による引力のみに

よって，クラスターが斥力によって分離してしまうのを抑えている状況であり，これはす

べての粒子が引力相互作用をしているポテンシャル型モデル (4.1.1節)とは異なる． 3.2.3

節で見たように，fast-start は群れの境界付近にいる個体が主に行う行動であるため [5]，

本モデルはそれを反映していると言える．

図 61は速度分布 V (c⊥)を示す．引力の影響でクラスター表面付近では速度が上昇する

ものの，クラスター内部では配向相互作用によってほとんど一定の値をとっている．実際

の 3000匹のイワシの群れでは速度は動径距離の (線形)増加関数になっており [6]，本モデ

ルではその再現までには至っていない．複数の自己推進速度を持つ粒子を用意した先行モ

デル [126]では，自己推進速度が大きいものほど回転パターンの外側に位置するため，本

モデルでも v0 にヘテロ性を持たせれば，速度分布を再現できる可能性がある．
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6 魚群集団運動に対する重力場の効果

本章の結果は著者らの論文 [144] に基づく．(S. Ito and N. Uchida, Effect of gravi-

tational field on collective motion of fish, EPL 138, 17001 (2022). doi:10.1209/0295-

5075/ac6621より許可を得て図表を転載．)

本章では，重力場の効果を導入した際のクラスターの形状変化等を検証するため，モデ

ル化を行う．

6.1 重力場の効果のモデル化

魚 (広くは脊椎動物)は，耳の耳石と呼ばれる器官で重力場を感知し体の平衡感覚を保っ

ている [145]．この効果を反映させるため，基礎方程式 (40)に鉛直方向への速度の減衰効

果を加え，粒子を水平方向へ向かわせる項を導入する．

τ0
dvi
dt

= (v0 − |vi|)v̂i +
1

|Li|
∑
j∈Li

g(|rij |)(vj − vi)

+
1

|Li|
∑
j∈Li

g(|rij |)(vrr̂ij − vi) +
Λi(t)

|Ai|
∑
j∈Ai

(var̂ji − vi)− ζvz,iez (67)

ここで，重力場は z 軸に平行であるとし，ez は鉛直方向 (z 方向)上向きの単位ベクトル，

ζ は重力感知の強さを表すパラメタであり，速度の z 成分 vi,z が τ0/ζ のタイムスケールで

ゼロに減衰する．その他の点については，式 (40)と同様である．

本モデルでは，各パラメタは re = 1, ra = 5, rb = 2/3, v0 = 1, vr = 1, τ0 = 1, va =

5, τ = 0.1 で重力場の効果のないときと同じリスケールされた値を採用する．本章では，

N = 3000を使用し，重力場がない場合のパターン相図 (図 50)で回転パターンが出現した

1 ≤ Nu ≤ 3, 5.0 ≤ λ ≤ 9.0を ζ を変数として集中的に調べる．数値積分は dt = 0.005の

時間刻みで 4次のルンゲ・クッタ法を用いる．シミュレーションボックスは x, y方向の辺

長が L = 40，z 方向の高さが Lz = 50の直方体とし，周期境界条件を課す．また，特に断

りがなければクラスター初期条件を使用する．

6.2 集団パターンの鉛直伸長

はじめに，集団パターンにおける重力場の効果を検証する．図 62は t = 3000における

定常状態のスナップショットである．(a)～(d)は Nu = 1において ζ を増加させたときの

回転パターンの形態変化で，球状から円柱状へと鉛直方向への伸長を起こすことがわかる．

この円柱状パターンは自然界で観測されている魚群パターンであるが (図 3(d)) [7]，ゾー

ン型モデル (4.1.2節)に重力場の効果を入れた向きの揃った群れの先行モデル [146]では

出現しなかったパターンである．定性的には鉛直方向への伸長は以下のように説明できる．

水平方向には粒子が自由に運動できるのに対し，鉛直方向には運動が制限されるため，引

力による鉛直方向への凝集効果が相対的に低くなり，鉛直方向により大きく広がることが

可能になる．
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図 62: 重力場下における集団パターンのスナップショット (t = 3000)．図示方法は図 46

と同様である．各パネル右上の挿入図は，上方 (z 軸方向) から見た上面図を示す．(a)～

(d) Nu = 1, λ = 9.0 における回転パターン．ζ は左から順に 0.1, 0.5, 1.0, 2.0 である．

(e)～(g) Nu = 3, λ = 9.0 における回転パターンおよび polarized school．ζ は左から

0.1, 0.2, 2.0 である．(h) 粒子の向きと色の対応を示す色相球面 (図 46(f)と同様)．

一方，図 62(e)～(g)では，Nu = 3の回転パターンが ζ の増加に伴って polarized school

に移行することがわかる．これは，鉛直方向には向きがすでに揃っているため，相対的に

水平方向への配向相互作用がよく効き，Nu が大きい場合には整列パターンが安定化した

ためと考えられる．

また，位置，向き共にランダムなランダム初期条件を用いても，同様のパターンが出現

することが確認された．集団の動的な挙動については動画 [147]を参照されたい．

6.2.1 回転パターンの出現頻度の ζ 依存性

具体的にどのようなときに回転パターンが出現し，polarized school に移行するのかを

見る．まず，配向秩序変数と回転秩序変数の関係が P < M であるとき，回転パターンが

出現したと定義する．ここで，ある量 X(t)の時間平均 X は t ∈ [2500, 3000]で評価する

(重力場がないとき (5節)は t ∈ [1000, 1500]で平均していたが，鉛直方向に伸びきるのに

時間がかかるのでシミュレーション時間を伸ばしている)．100回シミュレーションを実行

して，回転パターンが出現した割合を pm とする．

図 63 に pm の ζ 依存性を示す．Nu = 2, 3 の場合は，ζ ∼ 0.1 程度で pm が減少し

(図 63インセット)，その後ゼロに収束する．つまり，回転パターンから polarized school

に完全に移行したことを意味する．一方で，Nu = 1の場合は，一度は pm が減少するもの
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図 63: 回転パターンの出現割合 pm の ζ 依存性．インセットは Nu = 2, 3 における

ζ ∈ [0.0, 0.2]の狭い範囲での pm の変化を示す．

の，さらに ζ が上昇するにつれ pm = 1に回復していく．特に，λ = 9.0のときは pm = 1

を保ち続ける．このように，重力場を導入したモデルでも，小さい Nu と大きい λで回転

パターンが出現しやすいという傾向は変わらない．

6.2.2 回転クラスターのサイズ

回転クラスターのサイズを示す．測定量としては 5.2 節で導入したものを使用する．

図 64(a) は，図 62(a)-(d) を含む回転パターンにおける，ζ を変化させたときの秩序変数

P , M と外径 Ro，高さの半分 S3 を示す (S3 は楕円体状のクラスターの場合，半長軸に対

応する)．Ro は ζ の増加に伴って単調に減少していき，S3 は ζ ∼ 0.3から急速に増大し始

める．ζ = 2.0 ではクラスターの高さは 28 程度にも及び，ra = 5 の数倍以上という巨大

なクラスターとなる．ちなみに，外形の減少幅よりも高さの増加幅が大きいため，クラス

ターの側面積 A = 2πRo × 2S3 は，ζ の増加関数となる (図 64(c))． 5.6節で見たように，

引力相互作用をしている粒子はクラスター表面付近にいるため，側面積が増加することで

正味の引力が強まり 6.2.1節の Nu = 1における ζ の上昇に伴う pm = 1への回復が説明

できると考えられる．

また，図 64(a)から秩序変数に関しては低い配向秩序 P を保ち，回転秩序変数M は重

力場の効果によって減少しながらも有限の大きさを持つことがわかる．M が減少する理由

は，回転秩序変数の定義 (式 (45))から，回転クラスターが鉛直方向に伸長するほど小さく

なるためと考えられる．つまり，棒状になるほどクラスターの上下の端にいる粒子の外積

ĉi × v̂i の方向が渦軸方向からずれて，M が小さくなるのである．付録 Dに示すように，

円柱状回転クラスターの回転秩序変数を計算することができ，

M = w(vr, vϕ)Ψ

(
S3

Ro

)
(68)
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(a) (b)
(c)

図 64: 秩序変数とクラスターサイズの ζ 依存性．(a)，(b)P , M 及び Ro, S1, S2, S3

の ζ 依存性．(a)Nu = 1, λ = 9.0 の場合．(b)Nu = 3, λ = 9.0 の場合 (pm = 0 の

polarized school のみが出現する ζ の範囲でプロット)．(a) において，灰色の四角点

は円柱状回転パターンから計算された回転秩序変数 M = Ψ(S3/Ro)，灰色の丸点は

M = w(vr, vϕ)Ψ(S3/Ro)に対応する．(c)Nu = 1, λ = 9.0の回転クラスターの側面積の

ζ 依存性．

の形となる．ここで，vr, vϕ はそれぞれ粒子の平均動径方向速度，方位角方向速度であり，

Ψ(q)は式 (D.23)において q =(高さ/2×外径)であることを用いた．実際，図 64(a)に示

すとおり，M は式 (68) と同じように減少している (図 64(a) には動径方向速度がゼロで

w(vr = 0, vϕ) = 1の場合もプロットしている)．このように，定量的にも円柱状の回転パ

ターンを得ることができた．

6.2.3 polarized schoolのサイズと数密度分布

続いて，polarized school に関する結果に移る．図 64(b) は polarized school におけ

る，ζ を変化させたときの配向秩序変数 P と慣性モーメントの固有ベクトル方向のサイズ

S1, S2, S3 である．polarized school なので P は 1 に近い値を取っている．また，ζ の

増加とともに鉛直方向に伸長するを反映して S3 が増大し，S1, S2 は減少する．ただし，

S1 ≈ S2 とはなっていないため，円柱状ではなく 2軸異方性を持った形をしていることが

わかる．

この形状を詳しく調べるために鉛直断面での数密度分布を測定する．まず，クラスター

と一緒に運動する直交座標系 (xP , yP , z)をとる．この座標系では配向秩序変数ベクトル

P (t)が xP -z 平面に含まれる．xP 軸の単位ベクトルは，平面内でクラスターが進む向き

として

e(P )
x (t) =

(I − ez ⊗ ez)P (t)

|(I − ez ⊗ ez)P (t)|
(69)

となり (I は恒等行列)，yP 軸方向の単位ベクトルは e
(P )
y (t) = ez ×e

(P )
x (t) で定義される．
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このとき，xP -z 平面でクラスターを切った断面上での数密度分布を

f(ρ, t) =

N∑
i=1

H
(re
2

−
∣∣∣e(P )
y (t) · ci(t)

∣∣∣) δ(ρ− ρi(t)) (70)

と定義する．ここで，H(◦)はヘヴィサイド階段関数であり，ρ = (xP , z)，ρi(t)は ci(t)

を xP -z 平面に射影したベクトルである．f(ρ, t)を t ∈ [1500, 21500]において平均し，規

格化したものを f̂(ρ)とする．

図 65(a)，(b) は Nu = 3, λ = 9.0 における f̂(ρ) を示す．ζ が上昇するとクラスター

が鉛直方向に伸びていき，ζ = 2.0 では翼型になっていることがわかる．さらに，クラス

ター前方の数密度が上昇していることがわかる．一方で，引力が小さい場合 (λ = 0.5)は

クラスターの形状は水平方向に伸びた楕円体状で，数密度はほとんど一様分布になってい

る (図 65(c))．引力が大きいときに前方の密度が上昇する理由は，定性的には前方の粒子

が引力相互作用によって引き止められるためと考えることができる．後方の粒子たちはそ

のまま前進し続けるため，前方で “渋滞”が生じ密度が高くなる．実験的には，ローチ (コ

イの仲間)の群れなどの観測から，実際の魚群でも前方密度が上昇していることが観測され

ている [148]．このようなクラスター前方での密度上昇はゾーン型モデル (4.1.2 節) [146]

図 65: (a)，(b)，(c)Nu = 3でのクラスターの鉛直断面での規格化された数密度分布関数

f̂(ρ) = f̂(xP , z)．座標原点は見やすくするために移動させている．(a)λ = 9.0, ζ = 0.2

の場合 (図 62(f)に対応)．(b)λ = 9.0, ζ = 2.0の場合 (図 62(g)に対応)．(c)λ = 0.5, ζ =

0.2の場合．(d)λ = 9.0, ζ = 2.0における，クラスター重心に近い 200粒子の位置の yP -z

平面への射影の時間発展．各粒子の色付けは t = 1でなされている．
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でも見られるが，そのモデルでは魚体の側方にのみ配向相互作用ゾーンが設けられている

ためと説明されている．

図 65(d)は鉛直方向に伸びる様子をプロットしたものであり，初期時刻にクラスターの

重心近くにいた 200粒子の位置を yP -z 平面に射影して見ている．水平方向に並んだ個体

(暗い色から明るい色)はよく混ざり合うのに対し，鉛直方向の並び (紫色から緑色)は乱れ

がほとんどないまま広がっていくことがわかる．実際の魚群で鉛直方向に伸びた配向した

群れは，数千匹のカタクチイワシの群れで観測されている [149]．一方で，水平方向に伸

びた配向した群れは，数十～数百匹の少数の魚の群れや浅い水槽での実験で観測されてい

る [70, 150]．(しかし，本モデルで粒子数 300の少数系では群れは球形に近くなる．)

6.3 鉛直方向への粒子の運動

この節と次の節では補足的な結果を示す．回転クラスターにおける，鉛直方向の運動の

タイムスケールを平均二乗変位 (MSD)により調べる．鉛直方向のMSDを

∆z(δt) =
1

N

N∑
i=1

(cz,i(t0 + δt)− cz,i(t0))
2

(71)

と定義する (δt > 0)．

図 66(a)より，MSDは δt ∼ τ0 = 1程度までは δt2に比例して増加し，その後，δt ∼ 103-

104 まで δtに比例し，最後には一定値になる．言い換えれば，δt ∼ τ0 = 1の短いタイムス

ケールまでは等加速度運動によるバリスティックな運動をしており，中間のタイムスケー

ル δt ≲ 103-104 ではブラウン運動に移行し，最終的にクラスターの端に到達して一定値に

なる．

さらに，
∆z(δt) = 2Dzδt

γ (72)

図 66: Nu = 1, λ = 7.0, 9.0での z 方向のMSD．(a)λ = 9.0において ∆z(δt)を 500回

測定したときの平均 (式 (71)において t0 = 2500 + 10n, n = 0, 1, · · · 499とした)．挿入

図はべき指数 γ の ζ 依存性．破線は γ = 1.0で通常拡散に対応する．(b)拡散係数 Dz の

ζ 依存性．γ と Dz は，MSDを δt ∈ [5, 50]において ∆z(δt) = 2Dzδt
γ としてフィッティ

ングすることで得られ，エラーバーはフィッティングでの誤差を示す．
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として，中間のタイムスケールでの拡散係数 Dz とべき指数 γ を調べる．もし，ブラウン

運動である場合は γ = 1になる [10]．また，ζ が大きいほど鉛直方向へは遅い運動になる

ため，拡散係数は小さくなるはずである．シミュレーション結果を図 66(a)インセットと

図 66(b) に示す．べき指数は，ほとんどの ζ において 1 に近いが，ζ = 0.1 においては

γ ≈ 1.1 で (若干ではあるが)super-diffusion になっている．これは，ζ = 0.1 では重力の

効果が弱いため，クラスターの渦軸が完全に z 軸と一致せず，その揺らぎがMSDに影響

を及ぼしたと考えている．また，拡散係数は ζ の上昇に伴って減少する．一方で，引力が

強くなるとクラスターの水平方向の端に到達したときに引き戻されて速度が上昇するので，

拡散係数は増加すると説明できる．

6.4 渦軸の運動の抑制

最後に，重力場の効果が渦軸の運動に与える影響について述べる．θz(t) =

arccos(eM (t) · ez) ∈ [0, π] を渦軸と ez のなす角度とする (eM (t) = M(t)/|M(t)| であ
る)．ここで，後のために

Θz(t) =
θz(t)

π
− 1

2
∈ [−0.5, 0.5] (73)

という規格化した角度を用いる．図 67(a) に Θz(t) の長時間の時間発展を示す．ζ =

0.0001では，非常にゆっくりと渦軸がほとんどランダムな方向に運動していることがわか

るが，ζ ≥ 0.001 では Θz(t) ≈ ±0.5 に収束し始め，渦軸が z 軸と平行になることがわか

る．遷移領域 (ζ = 0.0007)では，Θz(t) ≈ +0.5と Θz(t) ≈ −0.5の間を行き来するフリッ

プ・フロップ現象が見られた．このようにして，重力感知のタイムスケール τ0/ζ が基本タ

イムスケール τ0 の 1000倍程度であったとしても，配向相互作用による協力現象によって

渦軸が z 軸と平行になる．

Θz(t)の変化は非常に遅いため，統計的情報を得るには長時間の時間平均が必要である．

⟨◦⟩を t ∈ [1500, 201500]における時間平均とする．⟨Θz⟩は，ランダム運動でもフリップ・
フロップ運動でも 0となって両者の区別が付きにくいので，絶対値の平均 ⟨|Θz|⟩を測定す

図 67: 渦軸の向きの ζ 依存性．(a)Nu = 3, λ = 7.0における典型的な Θz(t)の時間発展．

(b)Nu = 1, 3, λ = 7.0 における ⟨|Θz|⟩ の ζ 依存性．エラーバーは 10 回のシミュレー

ションにおける標準偏差を示し，破線は Θ0 を表す．
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る．もし渦軸が完全にランダムな方向を向く場合は，

Θ0 =

∫ 1

−1

d(cos θz)P (cos θz)|Θz| =
1

2

∫ π

0

dθz sin θz

∣∣∣∣θzπ − 1

2

∣∣∣∣ = 1

2
− 1

π
≃ 0.182 (74)

という値をとる．図 67(b)に ⟨|Θz|⟩の ζ 依存性を示す．ζ の上昇に伴って ⟨|Θz|⟩は Θ0 か

ら 0.5に増加する．また，Nu が小さい方が粒子の運動の柔軟性が高いため，⟨|Θz|⟩ = 0.5

への収束が遅い．
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7 遊泳と流体相互作用の先行モデル

前章までは，数千から数万個体規模の魚群の集団運動を扱ったが，本章と次章では，単

体およびペア (2個体)の遊泳と流体相互作用に着目したモデル化について論じる．本章で

は，その基礎となる先行モデルを概観する．

7.1 単独遊泳のモデル化

本節では，単体の遊泳のモデルについて述べる．

7.1.1 古典モデル

初期の古典的モデルでは，数値計算は用いず簡単な近似モデルを立て，遊泳パターンそ

のものではなく抗力や推力を解析的に求めることが目標であった．特にウナギ型泳法 (2.1

節)に注目してモデル化がされていた [151, 152]．というのも，ウナギ型泳法の動きは，魚

のみならず，ヘビといった爬虫類やボウフラ，ヒルやゴカイなどのいわゆる蠕虫に共通す

る運動様式であり，一般性があるためである．

まず，Taylor(1952) [151] では，円柱状のセグメントから構成される個体が正弦波状に

屈曲して泳いでいるとしている．このモデルでは定常一様流を仮定し，体の動きによる流

れの乱れは考慮しない．また，遊泳による後流も考慮されていない．体の横方向の変位は

y = A sin

(
2π

λ
(x− (U − V )t)

)
(75)

で与えられる (図 68)．ここで，Aは振幅，λは体うねりの波長，U は推進速度，V は体う

ねりの速度である．各セグメントにかかる抵抗力を図 68のように接線方向の抵抗力 Lと

法線方向の抵抗力 N に分けて計算し，全セグメントにかかる合力が釣り合う (すなわち定

常遊泳する)条件を求めている．ただし抵抗力は，高レイノルズ数領域で適用される，速度

の 2乗に比例するニュートン抵抗が採用されている (2.2.1節) [39]．

このように，Taylor(1952)では粘性摩擦力によって推力を得るとしているが，推力を得

る要因としては付加質量による効果もあり，その寄与は Lighthill(1960) [152]により考察

された．Lighthill(1960)では非粘性の理想流体を仮定しているため，ダランベールのパラ

ドクス [39] より加速度運動をしない限り魚体に力は作用しない．加速度運動をする場合

図 68: Taylor(1952) [151]のモデルの模式図．図は [151]より許可を得て転載．
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は，定性的には流体を押しのけるための慣性力が必要になり，自身の質量が増加したのと

等価になる．この質量の増分が付加質量 (あるいは仮想質量)と呼ばれる．従って，理想流

体中では，この慣性力の反作用のみが魚体にかかる力であり，これによって推進力を得る

と考える．

Lighthill(1960)では，尾の先端付近がもたらす推力による仕事率を幾何学的な手法で算

出している．推力のなす仕事率が，尾ヒレの運動の仕事率から流体にもたらされる仕事率

を引いたものとして求められている．尾ヒレは高さ dの平板とみなされ，無限に長い平板

にかかる単位長さあたりの付加質量

me =
π

4
ρwd

2 (76)

を用いて計算している (ρw は水の質量密度)．これは，2次元楕円柱において半長軸 aをゼ

ロにした極限として導出される [153](付録 Eを参照)．

7.1.2 板や翼による近似モデル

近年のモデルでは，粘性抵抗と付加質量の効果を同時に扱っている [154–157]．まずは，ア

ジ型泳法 (2.1節)を 2点ヒンジの振動翼とみなす近似モデルについて概観する [155, 156]．

図 69(a)に示すように，空間の原点に固定されたヒンジに，質量，太さの無視できる棒が

取り付けられており，他端にはもう 1つのヒンジを介して流線型物体 (翼)が取り付けられ

ている．イメージとしては，棒が尾柄 (尾の付け根部分)，翼が尾ヒレに対応し，x軸の負

の方向に推進していると考えている．図中の棒の角度 θは，CPGの神経回路 (2.5.1節)に

よる定常的な尾運動を模して
θ(t) = θ0 sinωt (77)

という予め与えられた時間発展をする．翼の角度 β は振動の位相遅れ εを伴って

β(t) = β0 sin(ωt+ ε) (78)

と振動すると仮定する．

この翼に作用する粘性摩擦力を計算するために，流れ場の非定常部分は無視して，

Taylor(1952)と同じく定常流を仮定している．摩擦力としてはニュートン抵抗を考えてい

(b)(a)

図 69: 2点ヒンジ型モデルの概要 [156]．(a)モデルの模式図．(b)尾ヒレの模型による抵

抗係数 CD と揚力係数 CL．図は [156]より許可を得て転載．
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て，背景定常流に平行成分 (抗力)FD と垂直成分 (揚力)FL がそれぞれ

FD =
1

2
ρwSCD(α)U

2, FL =
1

2
ρwSCL(α)U

2 (79)

で与えられる．ここで，S = bcは翼の幅 bと長さ cの積として側面積を表現し，α = θ+β

は迎え角である (図 69(a))．また，U2 は翼の受ける速度の 2乗，つまり

U2 = (U∞ − u)2 + v2 (80)

である (U∞ は背景一様流れ，u, v は翼の運動速度の x, y 成分)．抗力係数 CD(α)と揚力

係数 CL(α) は迎え角 α の関数で，有限アスペクト比の平板翼や魚の尾ヒレの模型を用い

た実験から求めている (図 69(b))．

付加質量による効果については，Lighthill(1960)のように無限平板の単位長さあたりの

付加質量 πρwc
2/4を用いる．力は翼に垂直な方向にかかり，翼の加速度の垂直成分に比例

するので

FM =
π

4
ρwbc

2 d(U sinα)

dt
(81)

という表式になる．3つの力 FD, FL, FM の x方向の成分を合わせて，推力としている．

これらの論文 [155, 156] では，FD, FL, FM のなす全仕事率と推力のなす仕事率の比を

とってエネルギー効率を定義し，エネルギー効率を最大にする β0 や εを最適化することを

目標としている．それゆえ，このモデルによる遊泳速度などは計算されていない．

他の近年のモデルとしては魚体を弾性板で近似するものが存在する [157]．弾性板を各セ

グメントに分けて計算するため (図 70(a)) 数値計算コストは高くなりやすいが，CPGに

(a)

(b)

(c)

図 70: 弾性板型モデルの概要 [157]．(a)モデルの模式図．(b)CPGの振動数 f [Hz]と遊

泳速度 U/L [BL]の実験値との比較．赤の点が実験値，青の四角点がシミュレーションに

よる値である．(c)ストローハル数 Stの実験値との比較．図は [157]より許可を得て転載．
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よる板のうねりパターンを様々に変えることで全ての BCF型泳法 (2.1節) と定性的に対

応させられる利点がある．このモデルでは流体による摩擦力，付加質量に加え，内部応力

による力が発生する．

摩擦力としては，中程度のレイノルズ数で有効な層流境界層による，速度の 3/2乗に比

例する摩擦力 (2.2.1節)を仮定している．また，弾性板周りの理想流体によるポテンシャ

ル流れを，板の変形が微小として計算し，付加質量による弾性板の加速度に依存する力な

どを求めている．このようなセグメントに分割されたモデルを扱う場合は，加速度に依存

する力以外に，(ダランベールのパラドクスにより系全体では消失する)速度に依存する力

も計算しておく必要がある．

内部応力については，板に垂直な断面にかかる合応力 (応力を面積分したもの)を計算す

る．重要なのは合応力の板に垂直な成分である．この成分はトルクの空間微分から求めら

れ [158]，トルクは受動的な弾性力による部分と，CPGによる能動的な部分に分けられる．

受動的な弾性によるトルクは，板の曲率に依存し

Me(x) = B(x)
∂2Y

∂x2
(82)

で与えられる [158]．ここで B(x) = EI(x)は曲げ剛性を表し，E はヤング率，I(x)は断

面二次モーメント (二次モーメント y2 を板の断面で積分したもの)，Y (x)は板の横変位で

ある (図 70(a))．

一方で，CPGによるアクティブなトルクは

Ma(x) = A sin(Ωt−Qx)F (x) (83)

と与えられ (Ωは CPGの振動数，Qはうねりの波数)，F (x)によって振幅が体の位置によ

り異なることを表現している．また，B(x)はパンプキンシード (淡水魚)の実験測定値を

使用し，F (x)は B(x)に比例すると仮定している (これは，B(x)が体の厚みすなわち筋量

に依存するため，CPGによるトルクも単純に筋量に比例すると仮定するためである)．

このようなモデルでシミュレーションを実行すると，適当な振幅 Aでは図 70(b)のよう

に遊泳速度と振動数の比例関係 (2.3節) を再現できることがわかる．ただし，図 70(c)に

示すように，ストローハル数については St ≈ 0.1程度であり，実測値 St ≈ 0.3からは離

れている (2.2.1 節)．遊泳速度と振動数の比例関係は実験と一致しているので，ストロー

ハル数の定義を考えると，実際の魚よりもこのモデルの “尾”の振幅が小さいと言える．す

なわち，このモデルでは実際の魚よりも小さい振幅で高い遊泳効率を示すことを意味する．

(おそらく，摩擦抵抗にニュートン抵抗よりも小さい，層流境界層による抵抗を用いている

ためと考えられる．)

また，ここで述べた遊泳モデルでは，いずれも後流の逆カルマン渦 (2.6節) は考慮され

ていないが，これは自己逆カルマン渦場が自身の遊泳にもたらす効果は小さく，定性的な

挙動は変化しないと考えられているからである [157]．逆カルマン渦場が重要となってく

るのは 2体以上からである．
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7.2 流体相互作用のモデル化

魚の作る流体場には大きく分けて，魚体が遠方に作る双極子場と尾ヒレの運動が作る逆

カルマン渦が存在し，どちらも流体相互作用として遊泳に利用されていると考えられてい

る．双極子場に関しては，双極子場に対して 3.1節で述べたような感丘がどのように生理

学的に反応するかについてはモデル化されていないが，流れ場の自体は自己駆動粒子モデ

ルで導入されている [121, 132, 133, 159, 160]．しかし，これらの自己駆動粒子モデルでは，

低レイノルズ数領域から中程度のレイノルズ数領域 (ストークス流れから層流領域)までを

扱っており，高レイノルズ数領域の逆カルマン渦については無視されている．つまり，数

百，数千の自己駆動粒子の系で逆カルマン渦の効果 (3.3.2節)を取り扱ったモデルは現在

のところ存在しない．

従って，ここでは自己駆動粒子モデル以外で逆カルマン渦の効果について考察したモデ

ルについて述べる．重要なことは，これらのモデルでは個体間の距離や尾の運動の位相差

が固定されるなどの一定の制約条件が存在し，現実の魚のように自発的に運動した場合

に 3.3.2節で扱ったような現象が観測されるか明らかではない．言い換えれば，ある特定

の距離や位相差における流体力学的な安定性は調べられるが，どのようにすればそのよう

な距離や位相差を自発的に取りうるのか，自発的にうねり運動するモデルを用いた検証は

されていない．

7.2.1 数値流体力学計算によるモデル

まず代表的なものとして，高計算コストだが数値流体力学計算 (CFD)を用いて，流体の

運動を直接計算するモデルがある [161–164]．CFDの手法そのものに触れることは，本研

(e)

図 71: 格子型完全同期の CFDモデル [161]．(a)-(d)格子と境界条件の設定．点線が周期

境界，実線が速度減衰境界．(a)ひし形 (diamond)．(b)長方形 (rectangular)．(c)隊列形

(phalanx)．(d)線状形 (line)．(e)フルード効率の魚間距離依存性．魚間距離は (a)-(c)で

は dy に対応し，(d)では dxに対応する．図は [161]より許可を得て転載．
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図 72: 2 匹の場合の CFD モデルによる計算結果 [164]．(a) 魚間距離 δx = 0.2 BL，

δy = 1.25 BL，尾の運動の位相差 δϕ = 0 の場合．(b)魚間距離 δx = 0.5 BL，δy = 0.0

BL，尾の運動の位相差 δϕ = T/2 の場合 (T は尾の運動の周期)．また，水色の曲面は Q

値の与えられたしきい値を表現している．Q値は速度勾配テンソル ∂v/∂x の対称成分と

非対称成分の大きさのどちらが優勢かを表すものであり，曲面の内側では渦度が大きい．

(c)魚体にかかる y軸方向の力の成分が単独で遊泳しているときに比べ，どれだけずれるか

を表現したカラーマップ．灰色の魚に対する，もう一匹の魚の位置と位相差の関数として，

力のずれがプロットされている．図は [164]より許可を得て転載．

究の趣旨から外れるため割愛する．CFD によって得られた結果のみ簡単に述べることに

する．

アジ型泳法のボラ [161] やサバ [162] を模した，うねり運動をする物体を 2 次元平面

に格子状に並べる CFD モデルがある (図 71(a)-(d))．この場合，1 匹か 2 匹が入る程度

のシミュレーションボックスを周期境界条件で連結することで，無限匹の群れでの流体

力学相互作用を考察している．ただし，Taylor(1952) [151] の研究と同様に，うねり運動

は人為的に与えられており，全ての物体が同じうねり運動を行うように設定されている．

すなわち，尾の運動が完全に同期している状況を調べている．これは， 3.3 節で述べた

Weihs(1973) [89] にならっている．実際，このモデルでは，遊泳のエネルギー効率を表す

フルード効率 (推力 ×遊泳速度/遊泳仕事率) を指標とすれば，ひし形格子の場合に最も効

率がよくなることを示しており，Weihs(1973)の予想が検証されている．

また，2匹の場合の距離を固定した CFDによる研究もある (図 72(a)，(b)) [163, 164]．

ここでもうねり運動は人為的に予め決定され，特定の位相差が仮定されている．図 72(c)

に示すように，流体力学的には横方向に並んだ場合，単独で遊泳する場合と同じ力を受け

る．一方，仕事率の測定では，斜め後ろ (図 72(c)では 3番の位置)において最も遊泳の効

率がよくなる．

7.2.2 振動翼による近似モデル (実験)

上述の CFDによるモデルが流体の詳細なモデル化であるのに対して，近似的な魚体の

モデルを作り逆カルマン渦の効果を検証するという試みもなされている．魚体全体を翼と

みなし，軸周りに回転振動 (flapping)させたり，横方向に振動 (heaving)させたりするこ

とで逆カルマン渦を発生させるものがある．振動翼による実験について述べる [165–168]．

flappingする振動翼の実験 [165, 166]では，例えば，図 73(a)のように，振動翼を 2つ
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(a)

(c)

図 73: flapping する振動翼の実験 [165]．(a) 実験の模式図．(b) 無次元化された推力

CT (右)と規格化された推力 C∗
T (左)の位相差 ϕ依存性．C∗

T = 1が 1個の振動翼の推力に

対応する．(c)無次元化されたフルード効率 η(右縦軸)と規格化されたフルード効率 η∗(左

縦軸)．図は [165]より許可を得て転載．

並べることで推進力と遊泳エネルギー効率 (フルード効率) の位相差依存性などを調べて

いる．この実験でも距離や位相差は固定されている．結果としては，同位相状態では推力

が下がる代わりにエネルギー効率は上昇し，逆位相状態ではエネルギー効率は単独遊泳の

ときと同じであるが推力が上昇するという結果を得ている (図 73(b)，(c))．これらの結果

は，2振動翼の生成する逆カルマン渦を介した複雑な流体相互作用の結果として考えられ

ており，定性的に説明することは難しい．

また heavingする振動翼の実験 [167, 168]では，図 74(a)のように流体相互作用によっ

て距離 g が自発的に変化する装置が用いられた．ただし，位相差 ϕは自発的に変化せず，

予め与えられた時間依存性を持つ．この実験では，位相差ごとに流体力学的に安定な距離

を観測し，図 74(b)のようにまとめており， 3.3.2節の図 28で見たような距離と位相差の

線形関係が存在することがわかる．ここで，図 74(b)の破線は前方の振動翼の作る流れ場

に完全同期している場合を示している．また，実験により求められた流体力学的に安定な

点に沿う茶色実線は，以下のような理論モデルにより求められる：前方の振動翼の heaving

の速度が流体を媒介して時間とともに指数関数的に減衰しながら後方の振動翼に伝わる．

このとき，流体の速度と後方の振動翼の heaving の相対速度に依存するニュートン抵抗

が生じる．つまり，互いの振動翼の heaving 速度のみを用いたシンプルなモデルである．

図 74(b)の安定点は，距離が小さいときは前方の振動翼による流れ場に対し完全同期する

ものと一致し，距離が大きくなるにつれて，前方の振動翼による流れ場の情報が減衰する

ことを考慮したモデルに一致するようになる．

7.2.3 弾性棒や振動翼による近似モデル (理論・数値計算)

実験のみならず，理論的数値的研究も存在する [169–172]．魚体を 2 次元平面での弾性

棒とみなし，ナビエ・ストークス方程式を数値的に解く一連のモデルがある [169–171]．こ
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(b)(a)

図 74: heavingする振動翼の実験 [168]．(a)実験の模式図．(b)流体力学的な安定点にお

ける位相差 ϕの g 依存性．図は [168]より許可を得て転載．

のモデルでは，棒の一端が heaving運動をしており，棒に平行な方向には自由に運動でき

るようになっている．ただし，heaving運動は事前に与えられているのもであり，各弾性

棒の運動の位相差は固定されている．従って，heaving する振動翼の実験 [168] と調べて

いることは本質的には同じで，2-4個の弾性棒が同位相 (あるいは逆位相)の運動を行うと

き，流体力学的に安定な距離を数値的に求めている．

他にも，2次元翼理論による解析計算を用いた，格子状に配置された heavingする無限個

の振動翼の系に対する研究も存在する (図 75) [172]．ここでも運動の位相は予め与えられ

ている．ただし，特徴として，heavingの周期の半分の時間ごとに運動方程式を積分するモ

デルを採用しており，計算コストが CFDなどに比べ大幅に抑えられていることが挙げら

れる．このモデルでは，周期の半分の時間ごとに渦度 ±γ の渦が交互に放出され，時間経
過と共に指数関数的に減衰していく (図 75(a))．このような渦場が存在する状況での (理想

流体での)複素速度ポテンシャルを求め，翼にかかる力を解析的に求めている (渦は 2.6.1

節で見た粘性流体中のランキン渦ではなく，コア半径がゼロの理想流体中の渦である)．シ

ミュレーション結果としては，2次元格子型 CFDモデル [161]と同様，ひし形 (図 75(b))

の遊泳効率が最もよく，ついで長方形 (図 75(c))の効率がよいという結果が得られている．

(a)

(b)

(c)

図 75: 格子状に heaving する振動翼の並んだモデル [172]．(a) シミュレーションの模式

図．(b)ひし形編隊．(c)長方形編隊．図は [172]より許可を得て転載．
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8 逆カルマン渦を介した相互作用のモデル化

8.1 モデルの定式化

この章の結果は本研究に関する著者らの論文 [173] に基づく．(S. Ito and N. Uchida,

Vortex phase matching of a self-propelled model of fish with autonomous fin motion,

Phys. Fluids 35, 111902 (2023). doi:10.1063/5.0173672より許可を得て図表を転載．)

第 7章で挙げた先行モデルを逆カルマン渦の有無や自己駆動の有無，計算コストの観点

からまとめると以下のようになる．

• 逆カルマン渦なし・自己駆動・中計算コスト: 弾性板の単独遊泳モデル [157]．

• 逆カルマン渦なし・自己駆動・低計算コスト: 自己駆動粒子モデル [121, 132, 133,

159,160]．

• 逆カルマン渦あり・位置固定・高計算コスト: CFDモデル [161–164]．

• 逆カルマン渦あり・位置固定・低計算コスト: 格子型編隊の 2次元翼のモデル [172]．

このように，逆カルマン渦あり・自己駆動の先行モデルは存在しないことがわかる．従っ

て，本研究では逆カルマン渦を考慮した自己駆動モデルを構築することを目標とする．特

に，翼をヒンジで結合したモデル [155,156]を参考にして，弾性板の単独遊泳モデル [157]

より低計算コストのモデルを構築する．加えて， 3.3.2節での実験結果 [75]等と比較する

ことで，本研究の近似モデルの有用性を確かめる．

8.1.1 モデルの概略

本モデルの導出の詳細の前に，概略を示す．図 76に示すように，尾を平板とみなした 2

つの個体を考える．個体の全長を Lb，体高をHb，尾の長さ lcとする．ただし，本モデルで

は 2.1節の泳法型として，幅広い魚種で用いられる準アジ型とアジ型泳法を模倣するため，

尾の長さは lc ∼ 0.3Lb-0.45Lb とし，体高には様々な魚種の平均値 Hb ∼ 0.3Lb [174]を用

いる．直交座標 (X,Y )を体軸に沿って張り，各方向の単位ベクトルを eX , eY とする．個

体１と個体２それぞれの重心の位置 (体の中心)を (X1(t), Y1 = 0), (X2(t), Y2 = d⊥)と

し，重心速度 Vi(t) = (Vi(t), 0), (i = 1, 2) で X 軸と平行に一様な背景流れ U = (U, 0)

に逆らいながら 1次元的に推進するものとする．また，尾は運動方程式に従ってヒンジ回

りに回転し，尾が X 軸となす角度を θi とする (ただし反時計回りを正とする)．加えて，

図 14に示すように，尾を除いた体の振動は尾の振動に比べ小さいため，本モデルでは尾の

振動のみを考える．

それぞれの個体の重心及び尾の運動方程式は以下のようになる．

dXi

dt
= Vi (84)

M
dVi
dt

= Fd,i + Fl,i + Fm,i + FD,i (85)

dθi
dt

= ωi (86)
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図 76: モデルの模式図．(a)単独個体の模式図．個体を全長が Lb の平板とみなし，尾に相

当する lc の長さの平板がヒンジ周りに回転する．挿入図は個体を横から見た図．(b)2個体

のの場合の模式図．前後距離 d∥ = |X1 −X2|と横方向の距離 d⊥ = Y2 を図のように定め

る．

Ic
dωi
dt

= Nd,i +Nl,i +Nm,i +Ne,i +Na,i (87)

ここで，M は魚の質量，Icはヒンジ周りの尾の慣性モーメント，ωi = ωieX×eY (:= ωieZ)

は尾の角速度ベクトルである．式 (85)，式 (87)の各項の意味は次の通りである．

• 式 (85)の Fd,i, Fl,i は尾に生じる抗力・揚力，式 (87)のNd,i, Nl,i は尾に生じる

抗力・揚力からくるトルク．

• 式 (85)の Fm,i 尾に生じる付加質量による慣性力，式 (87)のNm,i は尾に生じる慣

性力のトルク．

• 式 (85)の FD,i は体全体に生じる抵抗力．

• 式 (87)のNe,i は尾の受動弾性からくるトルク．

• 式 (87)のNa,i は CPGによる尾のアクティブな力からくるトルク．

以下では，それぞれの項について詳しく述べる．

8.1.2 質量，尾の慣性モーメント

まず，流体力学の関わらない項について示す．式 (85)左辺に出てくる質量M には，幅

広い魚種に適用できる外挿公式
M = ρL2

bHb (88)

を使用する [174]．ここで，ρは魚体の有効密度で 41 kg m−3 とされる．図 77はこの公式

の適用例であり，実際の質量とよく一致していることがわかる．
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(a) (b)

図 77: 質量外挿公式の適用例 [174]．実際の測定値 (横軸)と外挿公式によって計算された

値 (縦軸) を比較している．(a) キングサーモンの場合．(b) タイセイヨウサケの場合．図

は [174]より許可を得て転載．

また，式 (87)左辺の尾の慣性モーメント Ic は，尾 (長方形平板翼)の面を ρb として定

義通り計算すれば

Ic = ρbHb

∫ lc

0

dll2 = ρbHb
l3c
3

=
M

HbLb
Hb

l3c
3

=
ρ

3
HbLbl

3
c (89)

となる．

8.1.3 尾の弾性

式 (87)のNe,i はヒンジに作用する弾性トルクで，弾性板のモデル [157]で使用された

連続体表式のトルク (式 (82)) を模倣する．ヒンジが受けるトルクなので，式 (82)の符号

を反転し，体に沿った空間微分を ∂x ∼ l−1
c ，尾の先端の横変位を yc = lc sin θ と置き換え

ることで，曲率が ∼ lc sin θ/l
2
c と評価できる．従って，

Ne,i = −B
lc

sin θieZ (90)

と定式化される．ここで，B はヤング率と断面二次モーメントの積としての曲げ剛性で，

死魚の曲げ剛性を用いる [175]．ここで，弾性トルクやアクティブトルクは内力であるの

で，重心の運動方程式には関わってこない [157]．

8.1.4 尾のアクティブトルク

続いて，式 (87)のNa,i は CPG (2.5.1節)に由来するアクティブトルクである．CPG

を表現する詳細な神経モデル (左右の神経系が交互に興奮するような力学系) [176, 177] も

存在するが，ここでは変数の削減のため，以下のような単純なものとする．

Na,i = Na,i(t) sin(2πfat+ ϕ0,i(t))eZ . (91)

ここで fa は CPG の左右交互発火の振動数である．アクティブトルクの振幅 Na,i(t) と

位相 ϕ0,i(t)は時間発展で変動し，CPGの情報が運動神経，筋肉へと伝わる過程で生じる
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ノイズに起因する．具体的には，振幅の時間発展はオルンシュタイン-ウーレンベック過

程 [178]によって
dNa,i
dt

=
1

τa
(ν̂a −Na,i) + η̂a,i (92)

と表す．ν̂a は目標となる振幅，τa は目標値 ν̂a への減衰にかかる時定数，η̂a,i はホワイト

ガウスノイズである．また，位相の時間発展はウィーナー過程 [178]によって

dϕ0,i
dt

= η̂ϕ,i (93)

と表す．η̂ϕ,i もホワイトガウスノイズである．ガウスノイズの詳細については，後に方程

式を無次元化した際に述べる．

8.1.5 ランキン渦列場

流体力学が絡む項について示す．まず初めに，様々な項に絡んでくるランキン渦列

場 (2.6.1 節) を定義する．ひとつひとつのランキン渦はコア半径 rR を持ち，尾の角速度

ωi の符号が切り替わるタイミングで尾の先端から放出される．ωi が正から負に転じると

きには正の循環 +Γを持った反時計回りのランキン渦が，ωi が負から正に転じるときには

負の循環 −Γを持った時計回りのランキン渦が放出される．循環の大きさ Γは，振動翼に

よる逆カルマン渦生成の実験から以下の式で表される [179,180]．

Γ = CΓ
π2

2
A2f. (94)

ここで，CΓ は渦の強度を調整するパラメタ，Aは振動翼の振幅，f は振動翼の振動数であ

る．この表式は翼表面の境界層がもたらす循環の表式を模して仮定されている．

本モデルでは，尾の先端の横変位 yc(t) = lc sin θ(t) を時間の関数としてヒルベルト変

換 (付録 A)することで，振幅 A(t)と位相 ϕ(t)並びに振動数 f(t) = (1/2π) × dϕ/dt を

計算する．ただし，ヒルベルト変換の数値計算上の都合により，瞬間の振幅 A(t)，振動数

f(t)はシミュレーション終了後に尾運動の時系列データを入手してからでないと計算でき

ない．よって，循環の大きさ (式 (94))の振幅，振動数を現在時刻 tで逐次的に求めること

はできないため，振幅，振動数は定数で置き換えておく必要がある．振幅については，期

待値が 2.3 節で述べた典型的な振幅 A0 = 0.1 BL をとるようにアクティブトルクの強さ

ν̂a を調整する ( 8.2.5節も参照)．また，ヒルベルト変換で求まる振動数 f(t)はほとんどア

クティブトルクの振動数 fa に等しいことがシミュレーションで示せるため，式 (94)の f

を fa で置き換える．従って，本モデルでの循環は

Γ = CΓ
π2

2
A2

0fa (95)

という定数に設定される．

また， 3.3.2節の実験 [75]と同じく，放出後の渦は背景流れ U に乗って X 軸正の方向

に流されていくとする．このとき，格子型振動翼モデルの先行研究 [172]と同様に，循環

は時定数 τΓ で指数関数的に減衰していくとする．以上をまとめると，渦列場は以下のよう

に定式化される．

u(X,Y, t) =
∑
i=1,2

∑
ni

exp

(
− t− tni

τΓ

)
uR (X −Xni

− U(t− tni
), Y − Yni

; sni
Γ) (96)
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uR(∆X,∆Y ; ΓR) =


ΓR

2π
(−∆Y,∆X)

r2R
[
√
∆X2 +∆Y 2 < rR]

ΓR

2π
(−∆Y,∆X)
∆X2+∆Y 2 [

√
∆X2 +∆Y 2 > rR]

(97)

Xni
= Xi(tni

) +
Lb
2

− lc(1− cos θi(tni
)), Yni

= Yi(tni
) + lc sin θi(tni

) (98)

ここで，ni は個体 i が放出した渦の識別番号であり，tni
は渦 ni の放出された時刻，sni

は渦 ni の循環の符号，Xni
, Yni

は渦 ni が放出された時刻での個体 iの尾の先端の位置を

表す．また，Xni
+ U(t− tni

), Yni
は渦 ni のコア中心の位置である．uR(∆X,∆Y ; ΓR)

は式 (21)のランキン渦の表式そのものである．

8.1.6 尾の抗力・揚力

振動翼の周りに生じる流れ場は非定常な流れなので非常に複雑であり，抗力・揚力の定

式化は難しい．従って，本研究では振動翼の先行モデル [155, 156]と同様に，振動翼周り

の流れ場は準定常的であるとする．ここで準定常的とは，振動翼周りの流れ場は，各瞬間

の振動翼の運動速度で平板翼が等速直線運動しているときに生じる定常流れ場に等しいと

仮定することを意味する (非定常要素として付加質量による慣性力のみを組み込む)．この

とき，角速度 ω でヒンジ周りを回転する平板翼の運動速度はヒンジから先端に向かって線

形に増加するため，どの位置の運動速度を用いて定式化するかという問題が生じる．先行

モデル [155,156]の場合，2次元平板翼の圧力中心 (center of pressure，流体力の合力の作

用点)での運動速度を用いている．(2次元平板翼では，翼の周りの循環と揚力の関係を表

すクッタ・ジュコーフスキーの定理から圧力中心は前方 4分の 1の点に存在することが理

論的に知られている [39]．) 本モデルでも，圧力中心での運動速度を採用するが，有限ア

スペクト比の平板翼では圧力中心は平板の中心点付近に移動すること [181] を考慮して圧

力中心を平板の中心に定める．なお，本モデルでは Hb ∼ 0.3Lb, lc ∼ 0.3Lb-0.45Lb より，

図 78: 迎え角 α と各速度，抗力 Fd・揚力 Fl の関係．力は平板翼の中心点 (ヒンジから

lc/2の位置)に作用する．v は平板翼の中心点の運動速度，δV は重心の推進速度，uc は

渦場の流れの速度，Wc,i は流れに対しての平板翼の相対速度である．
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アスペクト比は Hb/lc ≲ 1である．以下では，個体 iの尾の中心点での運動速度を

vi =
lc
2
ωi(− sin θi, cos θi) = vi(− sin θi, cos θi) (99)

と記述する．また，渦場による流れ場も平板の中心での値を採用して定式化する．つまり，

式 (96)において
uc,i := u(Xc,i, Yc,i, t), (100)

Xc,i = Xi +
Lb
2

− lc

(
1− 1

2
cos θi

)
, Yc,i = Yi +

lc
2
sin θi (101)

を，個体 iの尾に作用する渦場による流速と定義する．また，図 78に示すように，重心は

推進速度 δVi = Vi −U で運動し，平板翼は流れに対して相対速度Wc,i = vi + δVi −uc,i

で等速直線運動しているとみなす．Wc,i と平板翼のなす角度を迎え角 αと定義する．

このとき，抗力 Fd,i，揚力 Fl,i は，以下のように表される．

Fd,i =
1

2
ρwCd(αi)HblcW

2
c,ied,i, (102)

Fl,i =
1

2
ρwCl(αi)HblcW

2
c,iel,i, (103)

ed,i = (cosβi,− sinβi), el,i = (sinβi, cosβi), (104)

ここで，ρw は水の密度，Cd(αi)は抗力係数，ed,i は抗力方向の単位ベクトル，Cl(αi)は

揚力係数，el,i は揚力方向の単位ベクトルである．また，βi は時計回りを正とする相対速

度Wc,i と −eX のなす角であり

βi = − arctan

(
(Wc,i)Y
(Wc,i)X

)
= arctan

(
vi cos θi − ucY,i

vi sin θi − δVi + ucX,i

)
(105)

と表される．迎え角 αi は幾何学的に考えて，θi と βi を用いて

αi = π

⌈
θi + βi
π

⌉
− (θi + βi) (106)

となる．ここで，⌈◦⌉ は天井関数であり，迎え角で αi ∈ [0, π] の範囲に定義される (例え

ば，図 78のような状況では，0 < θi + βi < π なので，αi = π − (θi + βi)となる)．

抗力係数，揚力係数については有限アスペクト比の平板翼 [181]の場合でも，2次元平板

翼の表式 [182]
C2D
d (α) = 2 sin2 α, (107)

C2D
l (α) =

 2π sinα [α < α2D
s ],

sin 2α [α > α2D
s , α < π − α2D

s ],
−2π sinα [α > π − α2D

s ]
(108)

と定性的には同じになる (図 79)．ここで，α2D
s ∼ 10◦ は揚力の失速角で，この角度を超え

ると平板翼上面の境界層に剥がれが生じて揚力が急減する．実験 [181]から，有限アスペ

クト比の効果はおおよそ係数や失速角のみに生じ，

Cd(α) = cd sin
2 α, (109)
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図 79: 2 次元平板翼と有限アスペクト比平板翼の抗力係数，揚力係数の迎え角依存

性 [181,182]．

Cl(α) =


cl0

sinα
sinαs

[α < αs],

cl
sin 2α
sin 2αs

[α > αs, α < π − αs],

−cl0 sinα
sinαs

[α > π − αs]

(110)

と見積もることができる (cd ∼ 1.0, cl0 ∼ 1.0, cl ∼ 0.7, αs ∼ 35◦，図 79も参照)．2次

元平板翼に比べ抗力係数が小さくなることは，定性的には有限の幅の影響で流れが幅の方

向に逃げやすくなるためと理解でき，失速角の増大は，有限の幅のために境界層の剥がれ

が背景一様流れによって抑制されることからくる．

最終的に式 (85)の Fd,i, Fl,i，及び式 (87)のNd,i, Nl,i は，式 (102)，(103)の抗力・

揚力を用いて

Fd,i + Fl,i = (Fd,i + Fl,i) · eX =
1

2
ρwCF (αi, βi)HblcW

2
c,i, (111)

CF (αi, βi) = Cd(αi) cosβi + Cl(αi) sinβi, (112)

Nd,i +Nl,i =
lc
2
e∥,i × (Fd,i + Fl,i) =

1

4
ρwCN (αi, θi + βi)Hbl

2
cW

2
c,ieZ , (113)

CN (αi, θi + βi) = −Cd(αi) sin(θi + βi) + Cl(αi) cos(θi + βi) (114)

となる (e∥,i = (cos θi, sin θi)は平板に平行な方向の単位ベクトルである)．

8.1.7 尾の付加質量による力

続いて，付加質量による慣性力を定式化する．ここでも，尾のどの点の加速度を用いる

かという問題が出てくるが，先行モデル [155, 156]にならって，平板翼の中心点での加速

度で近似する．つまり，中心点での加速度 (の平板に垂直な成分)で平板全体が等加速度運

動しているとみなす．従って，有限アスペクト比の平板翼の付加質量をme として，

Fm,i = −me
d (vi − δVi sin θi)

dt
e⊥,i (115)

が慣性力となる (e⊥,i = (− sin θi, cos θi)は平板に垂直な方向の単位ベクトルである)．こ

こで付加質量me は，有限アスペクト比の平板翼では

me =
π

4
KρwH

2
b lc (116)
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図 80: 付加質量に対する補正因子 K のアスペクト比依存性．横軸はアスペクト比 Hb/lc

の逆数．実験値 [183](丸点) と式 (117) フィッティング線 (実線,aK ≃ 1.82, bK ≃ 0.89)

を示す．

と与えられる [183]．ここで K(≤ 1) は，2 次元平板翼の付加質量に対する補正因子であ

り，アスペクト比の逆数 lc/Hb の関数となる．2次元平板翼を仮定した場合の付加質量 (付

録 E) と比べると，関数K の違いがある．定性的にはアスペクト比Hb/lc ≲ 1が大きくな

るほど，平板翼の側方へ流体の流れの逃げ道ができるので付加質量が小さくなることを意

味し，これがK が小さくなることに反映されている．図 80は，K の実験値とフィッティ

ング曲線
K = 1− exp{−aK((Hb/lc)

−1 − bK)} (117)

を示す．

以上より，式 (85)の Fm,i，及び式 (87)のNm,i は以下のように定義される．

Fm,i = Fm,i · eX =
π

4
KρwH

2
b lc sin θi

d (vi − δVi sin θi)

dt
, (118)

Nm,i =
lc
2
e∥,i × Fm,i = −π

8
KρwH

2
b l

2
c

d (vi − δVi sin θi)

dt
eZ . (119)

8.1.8 体にかかる抵抗

最後に体に働く摩擦抵抗力の項 (式 (85)の FD,i)の表式は

FD,i = −sgn(δVi − umX,i)ρwCDHbLb(δVi − umX,i)
2 (120)

となる．ここで，sgn(◦)は符号関数，CD は体の抗力係数である．また，umX,i は体の重
心における流速式 (96)において

um,i = u(Xi, Yi, t) (121)

のX 成分である．体にかかる抗力を計算するのに重心の位置での流速を用いるのは，粗い

近似ではあるが，このように代表点を決めることで，連続体モデルに比べて計算コストが

抑えられる．
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8.1.9 時間発展方程式の整理

ここまでで力，トルクの表式が揃ったため，モデルの基本方程式 (運動方程式 (85)，

(87)，アクティブトルクの振幅，位相の時間発展方程式 (92)，(93)) をまとめる．ただ

し，長さの単位を 1 BL→ 1(Lb → 1)，時間の単位を 1 s→ 1 として無次元化し，特徴的

な長さに対応する無次元量 χc = lc/Lb, χh = Hb/Lb を導入している．また，他の定数

は χρ = ρw/ρ, b = B/ML3
b , νa = ν̂a/ML2

b であり，アクティブトルクの振幅の変数は

na,i = Na,i/ML2
b と規格化する．これにより，時間発展方程式は以下のようになる．

Mi
dδVi
dt

= Ai
dωi
dt

+ Fi (122)

Ii
dδωi
dt

= Bi
dδVi
dt

+Ni (123)

dna,i
dt

=
1

τa
(νa − na,i) +

√
2Daηa,i (124)

dϕ0,i
dt

=
√

2Dϕηϕ,i (125)

式 (122)が推進速度 δVi の時間発展方程式，式 (123)が尾の角速度 ωi の時間発展方程式

である．式 (122), (125)においては，それぞれ

Mi = 1 +
π

4
χρχcχhK sin2 θi (126)

Ii = 1 +
3π

16
χρχhK (127)

Ai =
π

8
χρχ

2
cχhK sin θi (128)

Bi =
3π

8

χρχh
χc

K sin θi (129)

Fi =
1

2
χρχcCF (αi, βi)W

2
c,i −

π

4
χρχcχhK sin θi cos θiωiδVi

−sgn(δVi − umX,i)χρCD(δVi − umX,i)
2 (130)

Ni =
3

4

χρ
χc
CN (αi, θi + βi)W

2
c,i +

3π

8

χρχh
χc

K cos θiωiδVi

−3
b

χ4
c

sin θi + 3
na,i
χ3
c

sin(2πfat+ ϕ0,i) (131)

である．式 (124), (123)がアクティブトルクの時間発展方程式である．Da, Dϕ はノイズ

の方程式中の拡散係数で，ηa,i, ηϕ,i は分散が 1のホワイトガウスノイズである．

ここで，式 (122), (123)は数値積分をして解くため，[
Mi −Ai

−Bi Ii

]
d

dt

[
δVi
ωi

]
=

[
Fi
Ni

]
(132)

と行列表示したのち，左辺の行列の逆行列を作用させて

d

dt

[
δVi
ωi

]
=

1

MiIi −AiBi

[
Ii Bi
Ai Mi

][
Fi
Ni

]
(133)

という方程式を積分する．
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8.1.10 各パラメタ値の実験値との対応

ここで，各パラメタの見積もりと，実験値との対応についてまとめる (表 2を参照)．

• 尾の長さ (体のうねりの可動領域)lc は先述の通り，アジ型，準アジ型泳法 [36, 37]

に習って 0.3-0.45 BLに設定する．

• 体の抗力係数 CD = 0.037 はレイノルズ数が Re ∼ 105 における 2 次元流線型翼

(NACA0012)の抗力係数に等しく設定している [184]．実際，この値はレイノルズ

数が Re ∼ 104-105 における死魚の抗力係数に近い値である [185]．

• 尾の抗力・揚力係数に関わるパラメタ cd, cl0, cl, αs については，アスペクト

比 ≲ 1 の平板翼の実験から読み取った [181]．(本モデルでの尾のアスペクト比も

Hb/lc ≲ 1である．)

• ランキン渦の循環は，ブルーギルでの定常遊泳の実験 [67,68]から Γ ∼15-60 cm2/s

なので，体長ベースにすると Γ ∼0.06-0.025 BL2/s となる．従って，式 (95) より

CΓ = 2Γ
π2A2

0fa
なので，fa ∼ O(1) s−1 では，CΓ ∼ O(0.1)-O(1.0) のオーダーに

なる．

• パンプキンシード (淡水魚) の場合，体後方の曲げ剛性は B ∼ 10−4 N m2 のオー

ダーである [175]．また，パンプキンシードの体長は Lb = 0.13 mで，質量は式 (88)

表 2: パラメタのリスト． 本モデルではリスケールされた値を使用する (Lb = 1 BL = 1, 1

s = 1)．また ATはアクティブトルクの略である．

記号 定義 実験値 採用値 (リスケール済み)

Lb 体長 1 BL 1

Hb 体高 ∼0.3 BL [174] 0.3

lc 尾の長さ ∼0.3-0.5 BL [36,37] 0.3-0.45

χh Hb/Lb – 0.3

χc lc/Lb – 0.3-0.45

A0 尾運動の振幅 ∼ 0.1 BL [44–48] 0.1

ρ 魚体有効密度 ∼41 kg m−3 [174] –

ρw 水の密度 ∼1000 kg m−3 –

χρ ρw/ρ – 25

CD 体の抗力係数 ∼0.02-0.07 [185] 0.037 [184]

cd 尾の抗力係数のパラメタ ∼1.0 [181] 1.0

cl0 尾の揚力係数のパラメタ (失速前) ∼1.0 [181] 1.0

cl 尾の揚力係数のパラメタ (失速後) ∼0.7 [181] 0.7

αs 失速迎え角 ∼35◦ [181] 35◦

rR ランキン渦のコア半径 ∼0.04-0.05 BL [47,186] 0.04

Γ ランキン渦の循環 ∼0.06-0.25 BL2/s [67,68] –

CΓ ランキン渦の強度 – 0.0-2.0

τΓ ランキン渦の減衰時間 2.0 s [172] 2.0

b 曲げ剛性 ∼1.0 s−2 [175] 1.0

fa ATの振動数 – 1.0-7.5

τa ATの振幅の時定数 – 1.0

Da ATの振幅の拡散係数 – 0-1.0

Dϕ ATの位相の拡散係数 – 0-1.0

d⊥ 2個体の横方向の距離 – 0.2-0.4
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表 3: 付加質量の補正因子K の χc 依存性

χc 0.300 0.325 0.350 0.375 0.400 0.425 0.450

K 0.18 0.30 0.40 0.48 0.55 0.62 0.67

よりM = ρχhL
3
b なので b = B/ML3

b ∼ 1.0 s−2 と見積もられる．

• fa に関しては，定常遊泳でよく見られる振動数帯を採用した．νa は，先述の通り

ヒルベルト変換で得られた振幅が A0 になるように調整される．アクティブトルク

の振幅の時間発展を支配するパラメタは τa と Da の二つがあるため，τa = 1.0 と

する．

• 付加質量の補正因子K の χc に対する依存性を表 3に示す．

8.1.11 シミュレーションのセットアップ

シミュレーション方法と諸注意についてまとめる．数値積分には，確率常微分方程式を積

分する基礎的な手法である Euler-Maruyama法 [187]を用いる．時間刻みは dt = 0.0005

とし，ホワイトガウスノイズ η は ηdt =
√
dt× N(0, 1)に置き換えられる (N(0,1)は標準

正規分布による乱数)．

数値計算コストを削減するために，放出された渦は十分時間が経った後に消去する．こ

こで，十分時間が経ったという判定基準は

exp

(
− t− tni

τΓ

)
≤ 10−3 (134)

とする．

初期条件については，単独遊泳の場合は

X1 = 0, Y1 = 0, δV1 = −U, θ1 = 0, ω1 = 0, na,1 = νa, ϕ0,1 ∈ [0, 2π] (135)

とする．ただし，ϕ0,1 ∈ [0, 2π]は一様乱数によって生成される．また，個体はX 軸の負の

方向に進むので基本的に推進速度 δV1 は負になる (例えば δV1 = −U は重心速度が V1 = 0

を意味する)．ペアでの遊泳では，2匹目の個体は

X2 ∈ [−d∥,max, d∥,max], Y2 = d⊥, δV2 = −U, θ2 = 0, ω2 = 0, na,2 = νa, ϕ0,2 ∈ [0, 2π]
(136)

という初期条件を持つ．ここで d∥,max = 2.5とする．

シミュレーション時間は tmax = 80.0 とする．尾運動の振幅，位相を得るための尾

の横変位 χc sin θ のヒルベルト変換 (付録 A) は，高速フーリエ変換 [138] を用いて

t ∈ [tmax − tH , tmax]の区間で実行する．ここで tH = 217 × dt = 65.536である．

8.2 単独遊泳での結果

前節のモデルによる数値計算の結果を次に示す．この節では単独遊泳についての結果を

示す．(個体を識別する添え字 i = 1, 2はこの節では省略する．)
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8.2.1 尾の振幅の決定

はじめに，本モデルの基礎的な設定として．ヒルベルト変換で得られる尾の振幅を，様々

な魚種に共通する標準振幅 A0 = 0.1 (2.3節)にどのように一致させるかについて述べる．

単独遊泳の場合のコントロールパラメタは，アクティブトルクの振動数 fa，渦場の強度

CΓ，尾の長さ χc，各種ノイズの拡散係数 Da, Dϕ の 5つである．まず，ノイズが存在し

ない場合を考える．

このとき，各パラメタのセット (fa, CΓ, χc) に対して振幅 A(t) の時間平均 A が A0

に最も近くなるように，アクティブトルクの振幅 νa を ∆νa = 0.01 または 0.001 の幅で

調整する．時間平均は，ヒルベルト変換の時間幅にカットオフを加えた t ∈ [tmax − tH +

δtcut, tmax − δtcut]において行われる (カットオフの値は具体的な場合に応じて決定する)．

(a)

(b)

図 81: 単独遊泳の fa 依存性．(a)推進速度
∣∣δV ∣∣と fa の線形関係．実線は CΓ = 0.0, 2.0

でのフィッティング線
∣∣δV ∣∣ = µfa + µ′ で，各点は実験やモデルによる結果である (表 4

を参照)．ここで，実験値は文献 [44, 47, 188]，弾性板によるシミュレーションによる値は

文献 [157]による．インセット：尾の振動数 f と fa の関係．(b)ストローハル数 Stと fa

の関係．
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このカットオフは，フーリエ変換の窓関数効果によって区間両端で生じる誤差を避けるた

めのものである．以下では量 Q(t)の時間平均を Qと書く．

8.2.2 推進速度と尾運動の振動数の関係

2.3節における推進速度と尾運動の振動数の線形関係が再現できるかどうかを見ること

で，本モデルの妥当性を確かめる．推進速度を決定するのみなので，背景流れは U = 0と

しても一般性は失われない．χc = 0.375, CΓ = 0.0, 2.0, fa = 1.0-7.5において，尾の振幅

が A = A0 となるときの推進速度
∣∣δV ∣∣を計測する．ヒルベルト変換の時間幅のカットオ

フ時間は δtcut = 1.0とする．

図 81にシミュレーション結果と既存の実験結果を示す．図 81(a)の CΓ = 0.0, 2.0の

データからわかるように，推進速度
∣∣δV ∣∣はアクティブトルクの振動数 fa に対してほぼ線

形に増加する．これを ∣∣δV ∣∣ = µ
2πfa
2π

+ µ′ (137)

としてフィッティングすると，表 4の CΓ = 0.0, 2.0に示す結果を得る．他の実験や弾性

板モデルの µ, µ′ の値と比較しても，定性的によく一致していると主張できる．(実験値に

は µ′ が負の大きい値をとるものもあるが，これは 2.3 節でも述べたように測定方法の揺

らぎからくるものと考えられる．) また，図 81(a)のインセットはヒルベルト変換によっ

て得られた尾の振動数の時間平均 f と fa がほぼ等しいことを示す．すなわち，推進速度∣∣δV ∣∣は実験的に観測される尾の振動数 f に対しても線形関係にある．

図 81(a)に示すように渦の強度 CΓ が大きくなると推進速度が低下する理由のひとつと

しては，自己渦場により体の重心付近に +X 軸方向に正味の流れが生じるために，体が

受けるニュートン抵抗が上昇することが挙げられる．しかし，定常遊泳を行う魚に対して

表 4: 推進速度と尾の振動数の線形関係の傾き µと切片 µ′．T，B，N，A，Gのデータは

それぞれ [188], [50], [44], [47]と [157]に対応する.

µ µ′

本モデル 渦なし (CΓ = 0.0) 0.66 −0.002

本モデル 渦あり (CΓ = 2.0) 0.61 −0.004

ティラピア, Tilapia (T) 0.576 0.0

キンギョ, Goldfish (N) 0.61 0.0

キンギョ, Goldfish (B) 0.64 −0.20

マス, Trout (N) 0.62 0.0

マス, Trout (B) 0.73 −1.13

ウグイ, Dace (N) 0.63 0.0

ウグイ, Dace (B) 0.74 −1.02

ニジマス, Rainbow trout (A) 0.67 −0.16

コイ, Carp (T) 0.695 0.0

弾性板モデル (G) 0.72 −0.12

94



CΓ = 2.0は大きい値であることを考えると，弾性体モデル [157]での結果と同様に，渦場

は単独遊泳の定性的性質を変化させるほどの影響を持たないといってよい．

図 81(b)にはストローハル数 St(式 (17))と 2πfa の関係を示す．ただしストローハル数

の定義は

St =
2A f∣∣δV ∣∣ (138)

である．本モデルでのストローハル数は St =0.30～0.33となり，弾性板のモデル [157]で

の St ≈ 0.1と比べても，魚のストローハル数 St ≈ 0.3とよく一致する (2.2.1節)．

8.2.3 尾運動の軌跡

尾運動の横変位や速度についてみる．図 82 は，t ∈ [tmax − 2π/2πfa, tmax] の尾運動

の 1 周期分の時間幅において，尾の横変位 yc = χc sin θ と横変位の速度 vc = dyc/dt =

χcω cos θ の時間発展を示したものである．いずれの場合においても，yc = 0 に対して対

称的な尾運動を行なっていることがわかり，この特徴は魚の定常遊泳時の尾運動軌跡とよ

く一致する．定量的にも，1.5 BL/sを超える程度の推進速度で定常遊泳するウグイやキン

ギョが 1-3 BL/sの最大横変位速度をとることと一致している (図 81(a)の推進速度と振動

数の対応も参照)．CΓ に対する依存性が弱いことから，渦場は尾運動にほとんど影響を与

えないことがわかる．

8.2.4 推進速度とストローハル数の CΓ, χc 依存性

推進速度の CΓ，χc 依存性を補足的に示す．以下では，標準的な定常推進速度 1.5 BL/s

程度 [75]をもたらす fa = 2.5にアクティブトルクの振動数を固定する．これに伴って，ヒ

ルベルト変換の時間幅の端のカットオフ時間は δtcut = 1/fa = 0.4とする．

図 82: 尾の横変位 yc と横変位速度 vc の関係．各 fa に対して実線が CΓ = 0.0，破線が

CΓ = 2.0の場合である．
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(b)

(a)

図 83: 推進速度
∣∣δV ∣∣(左縦軸)，ストローハル数 St(右縦軸) と他のパラメタの関係．

(a)χc = 0.375での CΓ の関数としての推進速度，ストローハル数．(b)CΓ = 2.0での χc

の関数としての推進速度，ストローハル数．

図 83(a)は χc = 0.375における推進速度の CΓ 依存性である．CΓ の増加に伴って推進

速度は減少し，測定範囲内では線形に変化しているようにみえる．おそらく，渦場の速度

uが CΓ に比例し，かつ方程式 (122), (123)において uと δV が常にセットになって出現

するため，推進速度は CΓ に比例すると考えられる．

また，図 83(b)は CΓ = 2.0における，推進速度の χc 依存性である．体長に対する尾の

長さ (可動領域)の割合 χc が増加すると推進速度も増加するが，流れを受ける面積が広が

ると推進しやすくなるということは直感的にも妥当である．特に，付加質量の効果は有限

アスペクト比の効果を表すK にも依存するため，図 83(b)のような非線形的増加を示すと

考えられる．

ストローハル数に関しては，その定義から，推進速度の逆数として変化し，概ね St =0.2-

0.4の実験値を取ることがわかる．

8.2.5 重心速度，振幅，振動数に対するノイズの影響

ノイズの影響について示す．χc = 0.375, CΓ = 2.0 にセットし，Da, Dϕ を変化させ

ることで，重心速度 V = U + δV，尾の振幅 A，振動数 f の確率分布等を調べる．ただ

し，実験系と合わせるため，ノイズがないときに重心速度 (の時間平均値) がゼロで定常

遊泳するように，背景流れを U = |δV0| に設定する．ここで，|δV0| は，パラメタセット
(χc, CΓ, 2πfa = 2.5, Da = 0.0, Dϕ = 0.0)において，振幅の時間平均値が A = A0 のと

きの推進速度の時間平均の絶対値
∣∣δV ∣∣である．

量 Q = V, A, f の確率分布を

P (Q) =
1

Nr(tH − 2δtcut)

Nr∑
n=1

∫ tmax−δtcut

tmax−tH+δtcut

dtδ(Q−Qn(t)) (139)

と定義する (δ(◦) はディラックのデルタ関数)．ここで Nr はシミュレーション回数で，
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Qn(t)は n回目のシミュレーションでの Q(t)の値である (Nr = 1000とする)．量 Qの期
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図 84: V, A, f に関する統計量の Da, Dϕ 依存性．(a) 確率分布 P (V )．左図が Dϕ = 0

でDa を変化させた場合，右図がDa = 0でDϕ を変化させた場合に対応する．(b)統計量

µV , σV , εV のカラーマップ．黒点 (Da = 0.75, Dϕ = 0.25)は本モデルで主に使用する

パラメタを表す．同様に A, f に対して，図 (c)-(f)を示す．
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待値 µQ，標準偏差 σQ，歪度 εQ を以下のように定義する [189]．

µQ =

∫
dQP (Q)Q, (140)

σ2
Q =

∫
dQP (Q)(Q− µQ)

2, (141)

εQ =
1

σ3
Q

∫
dQP (Q)(Q− µQ)

3. (142)

ここで歪度 εQは，確率分布 P (Q)がQ > µQの領域に重みがあるのか (εQ > 0)，Q < µQ

に重みがあるのか (εQ < 0)を判定する統計値である．

図 84 に V, A, f に関するシミュレーション結果を示す．まず，重心速度から見る．

図 84(a)は (Da, Dϕ = 0)ないし (Da = 0, Dϕ)として，片方の拡散係数のみを増加させた

場合の確率分布 P (V ) の変化である．重心速度の分布の広がりは，Dϕ よりも Da の方に

強く影響を受けると言える．実際，図 84(b)の標準偏差のカラーマップからわかるように

σV は Da に強く依存している．一方で，期待値 µV の観点では Da と Dϕ は (Dϕ の方が

(c)

(b)

(a)

図 85: Da = 0.7, Dϕ = 0.25 における V, A, f の確率分布 (左段) と 1.6 BL/s 程度で

定常遊泳するキンギョの実験 [75](右段) との比較．(a)P (V ) の比較．(b)P (A) の比較．

(c)P (f)の比較．(b)，(c)の実験のデータに関しては 2匹分のデータを示している．右段

の図は [75]より許可を得て転載．
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若干強いが)おおよそ等価に，重心速度をゼロから上昇させる．本モデルの座標系では個体

は −X 方向に推進するので，V が負の大きな値をとるほどよく推進できていることを意味
する．従って，この結果はノイズを加えると若干推進しにくくなることを意味する．ある

いは，歪度 εV も常に正であるため，推進しにくくなる方 (V が正の方)に確率分布の重み

が存在するという観点から解釈できる．

続いて，振幅 Aに対するノイズの影響をみる．図 84(c)から，確率分布の広がりに対す

る影響は定量的には Dϕ の方が強いが，Da による広がりと大きな差はないことがわかる．

実際，標準偏差 σA に対する影響では Da と Dϕ に顕著な差はない (図 84(d))．期待値 µA

は A0 からの変動は小さいものの，Da の増加により振幅は小さくなり，Dϕ の増加は振幅

の増加をもたらす．この傾向は歪度 εA に関しても同じである．従って，期待値のシフト

に関して Da と Dϕ の効果は相反するため，適当な (Da, Dϕ)では µA = A0 に近くなる．

最後に，振動数 f に対する結果を示す．図 84(e, f) から確率分布，期待値，標準偏差，

歪度，いずれも Dϕ の影響を強く受けることがわかる．特に，期待値 µf (図 84(f)) から，

Dϕ の上昇によって振動数は fa から顕著に減少する．つまりノイズが加わるとゆっくりと

尾を動かすようになる．加えて，推進速度と振動数の線形関係を考えれば，図 84(b)で見

た重心速度の減少と結びついている．

以上の Da, Dϕ 依存性を踏まえて，Da = 0.7, Dϕ = 0.25にノイズのパラメタ (拡散係

数)を固定する．この場合，それぞれの期待値 µV , µA, µf の V = 0, A = A0, fa からの

ずれは数パーセントにとどまり，循環 Γの算出時に用いた近似式 (95)はそのまま適用可

能な範囲にある．また，このノイズパラメタでは図 85に示すように，キンギョの実験 [75]

による確率分布とも高さや裾の広がり具合が定性的に一致する．

8.2.6 尾運動の位相とエネルギー散逸率

尾運動のエネルギーコストについて述べる．まず，ヒルベルト変換で求まる位相 ϕの確

率分布

P (ϕ) =
1

Nr(tH − 2δtcut)

Nr∑
n=1

∫ tmax−δtcut

tmax−tH+δtcut

dtδ(ϕ− ϕn(t)) (143)

を示す (ここでは Nr = 104 とする)．仮に一様分布であれば P (ϕ) = 1/2π となる．

図 86 から，確率分布 P (ϕ) は ϕ に対して周期的に変化する．つまり，尾運動の位相

は一定の角振動数で時間発展するわけではないことを意味する．P (ϕ) が小さくなる位

相 (−π ≲ ϕ ≲ −π/2, 0 ≲ ϕ ≲ π/2) で振動数 f は大きく，P (ϕ) が大きくなる位相

(−π/2 ≲ ϕ ≲ 0, π/2 ≲ ϕ ≲ π の領域) で振動数は小さくなる．また，図 86 は位相に対

する尾の横変位 yc と横変位速度 vc についても示している．ヒルベルト変換の性質上 (付

録 A)，ϕ = 0は尾を +Y 方向に最大に振った状態，ϕ = π/2は尾が体軸中心を +Y 方向

から通過する状態，ϕ = π は尾を −Y 方向に最大に振った状態，ϕ = −π/2は尾が体軸中
心を −Y 方向から通過する状態に対応する．
続いて，確率分布 P (ϕ)の非一様性の理解を深めるため，エネルギー散逸率 Θdis を定義

する．エネルギーの保存を考えて

Θdis =
dEkin

dt
+

dErot

dt
(144)

99



図 86: 尾運動と位相の関係．(左軸)位相の確率分布 P (ϕ)．一様分布 P (ϕ) = 1/2π からの

差分を表示している．(右軸) 位相の関数としての，尾の横変位 yc，横変位速度 vc，振動

数 f．Nr = 104 回のシミュレーションでの平均値をプロットしている．横変位は基本振幅

A0 で規格化し，振動数は fa からの差分をとっている．

が主張される．ここで，Ekin = MδV 2/2 は推進の運動エネルギー，Erot = Icω
2/2

は尾の回転のエネルギーである．無次元化のために式 (144) の両辺を ML2
b で割り，

Θ := Θdis/ML2
b を定義すると

Θ = δV
dδV

dt
+
χ3
c

3
ω
dω

dt
:= Pkin + Prot (145)

となる．Θが大きいほど遊泳に多くのエネルギーを要することを意味する．図 87は位相

ϕの関数としての Pkin, Prot, Θ を示し，図 86の位相の確率分布 P (ϕ)と比較すると，お

おむね高エネルギー消費のところで P (ϕ)が小さくなるという直感的に妥当な結果を得る．

図 87: 尾運動とエネルギー散逸率．位相の関数としての運動エネルギーの仕事率 Pkin，尾

の回転エネルギーの仕事率 Prot，エネルギー散逸率 Θ．Nr = 104 回のシミュレーション

での平均値をプロットしている．破線は Pkin, Prot, Θ = 0 に対応する．インセット：Θ

の期待値 µΘ の CΓ 依存性．
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エネルギー散逸率の期待値を

µΘ =

∫ π

−π
dϕP (ϕ)Θ(ϕ) (146)

と定義する．このとき，図 87の挿入図に示すように，CΓ の値によらず µΘ ≃ 0.01 > 0 と

いう正の値をとる．つまり，単独遊泳では平均的に見ればエネルギーを少しずつ消費しな

がら遊泳しているという結果になる．

8.3 ペア遊泳についての結果

本節では，2 個体によるペア遊泳についての結果を示す．パラメタ fa = 2.5, Da =

0.7, Dϕ = 0.25を固定し，2個体の横方向の距離 d⊥ を加えた可変パラメタセットとして

(χc, CΓ, d⊥)を用いる．

8.3.1 距離と位相差の確率分布

2匹のキンギョでの実験 (3.3.2節)と同様に，推進方向の距離 d∥ と尾運動の位相差 ψの

確率分布 P (ψ; d∥)をはじめに調べる．ここで，距離は d∥ = |X1 −X2|であり，位相差は

ψ =

{
ϕ1 − ϕ2 [X1 < X2],
ϕ2 − ϕ1 [X2 < X1]

(147)

と，先導個体の位相から後続個体の位相を引いた差として定義される (各個体は X 軸の負

の方向に推進するので，重心位置の X 成分が小さい方が先導個体となることに注意)．こ

のとき，特定の d∥ に対する ψ の確率分布 P (ψ; d∥)は次式で定義される．

P (ψ; d∥) =

∑Nr

n=1

∫ tmax−δtcut

tmax−tH+δtcut
dtS(d∥ − d∥,n(t))δ(ψ − ψn(t))∑Nr

n=1

∫ tmax−δtcut
tmax−tH+δtcut

dtδ(d∥ − d∥,n(t))
. (148)

ただし，S(d) は d = 0 で S(d = 0) = 1，d ̸= 0 で S(d) = 0 となるような関数である

(Nr = 104 とする)．各 d∥ ごとに ∫ π

−π
dψP (ψ; d∥) = 1 (149)

となるよう規格化している．

まず，χc = 0.375, d⊥ = 0.2において CΓ を変更することで，確率分布 P (ψ; d∥)の渦場

依存性についてみる．図 88に示すように，循環の強度 CΓ がゼロの場合は確率分布はほと

んど一様分布となり，ψ と d∥ の間の相関関係は見えてこない．CΓ を上昇させると，非一

様になる．特に，推進方向の距離が d∥ ≲ 1の領域で非一様性が顕著で，これはキンギョに

ついての実験事実 [75]とも一致する．

この非一様性が逆カルマン渦を介した尾運動の同期からくるとすると，確率分布のピー

クは以下の理論線に上にあると考えられる (図 88のオレンジの実線)．

ψ =
2πfa
U

d∥ + ψ0, ψ0 = −πfaχc
U

. (150)

これは，式 (23)と形式的には同じで，d∥/U が先導個体の作る渦場が後続個体の尾に到達

するまでにかかる時間，2πfad∥/U が逆カルマン渦が到達するまでに進んだ先導個体の位
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図 88: P (ψ; d∥)の CΓ 依存性．ψ ∈ [−π, π]での P (ψ; d∥)を ψ ∈ [π, 3π]の領域にも周期

的に拡張して表示している．オレンジの実線は理論線 (式 (150))とこれに 2nπ(nは整数)

を加えたものを表す．

相を意味する．本モデルでは，先導個体の尾の先端から作られた渦場が，後続個体の尾の

中点で最も強く影響を与える．よって，距離 d∥ = χc/2において同期が最も強くなると考

えられ，この距離で ψ = 0となることを考えれば式 (150)の ψ0 を得る．

また，CΓ の値によって背景流れ U が変わるので ψ0 は CΓ に若干依存するが，現在の

χc = 0.375の場合，ψ0 ≃ −0.6π 程度となる (キンギョの実験では −0.2π，魚型ロボット

の実験では 0.3π である [75])．従って，本モデルとキンギョの実験での ψ0 の差異は 0.4π

程度であるが，キンギョと魚型ロボットの間でも ψ0 が 0.5π 程度異なることを考えると，

ψ0 の値はヒレの形状や柔軟性，うねり運動，及び乱流等のより複雑な流体場の詳細を加え

なければ再現できないと考えられる．あるいは，キンギョなど実際の魚の場合は，尾の付

け根よりも尾の端側の方が柔らかく，渦の影響は尾の端側で受けやすいことから，尾の中

心点で渦を受ける本モデルよりも ψ0 がゼロに近くなる可能性もある．

8.3.2 エネルギー散逸率の距離依存性

続いて，式 (145)のエネルギー散逸率 Θの d∥, ψに対する依存性を考える．個体 1を追

跡してエネルギー散逸率を測定するため，個体 1が先導のときと後続のときを合わせた平

均値が得られる．図 89は，シミュレーション回数 Nr = 104 における，各 (d∥, ψ)での Θ

の平均値をカラーマップとして表示したものである．CΓ > 0 のとき，理論線 (式 (150))

と平行に d∥ ≲ 1.0程度の領域で非一様性が生じる．なお，CΓ = 0.0の場合や，CΓ = 2.0

の場合の d∥ ≳ 1の領域にも，横縞状のパターンが見られるが，これは d∥ に対する依存性
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図 89: エネルギー散逸率 Θの位相差 ψ, 距離 d∥ に対する依存性．さまざまな渦強度 CΓ に

ついて示す．

が見られないことから，図 87で見た位相に対する Θの非一様性に起因すると言える (付

録 Fを参照)．

渦場を介した同期によりエネルギー散逸率が低下しているのかどうか見るために，各 d∥

に対する期待値

⟨Θ(d∥)⟩ =
∫ π

−π
dψP (ψ; d∥)Θ(ψ, d∥) (151)

を考える．図 90は，⟨Θ(d∥)⟩の d∥，及び CΓ 依存性を示す．CΓ = 0.0のときは，d∥ 依存

性は見られず，図 87のインセットに示した単独遊泳でのエネルギー散逸率 µΘ ≃ 0.01を

とる．CΓ を上昇させていくと，確率分布 P (ψ; d∥)とエネルギー散逸率 Θ(ψ, d∥)の非一様

性がみられた d∥ ≲ 1の領域で，単独遊泳時の値 µΘ から有意な差が生じる．d∥ = 0から

d∥ を増加させていくと，単独遊泳時の値からの差が大きな極小と小さな極大が出現する．

つまり，d∥ ≲ 0.5程度にまで 2個体が近づくことで，渦場を利用してエネルギー散逸率を

抑えることができる．特に CΓ = 1.5, 2.0では，エネルギー散逸率は負の値をとるが，こ

れは 1サイクルの間に流れ場からエネルギーを得ていることに対応する．

これらの極値の位置の定量的な説明は今後の課題とするが，おそらく以下のように説明

できると考えられる．まず，式 (150) における初期位相 ψ0 の定式化で説明したように，

d∥ = χc/2において先導個体の作る渦が後続個体の尾の中心付近に生成され，尾運動の同

期によって恩恵を得られることから，d∥ = χc/2 = 0.1875 付近に極小点ができるであろ

う．一方で極大点は，d∥ ∼ 0.5付近から ⟨Θ(d∥)⟩が上昇するため，体の受けるニュートン
抵抗によるエネルギー散逸率の上昇からくるものと考えられる．実際，実験 [75]において
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図 90: ⟨Θ(d∥)⟩の d∥ 及び CΓ 依存性．各 CΓ において Nr = 104 回のシミュレーションを

50セット実行したときの平均値 (点)と標準偏差 (エラーバー)を表示している．

もロボットのエネルギー効率は d∥ ∼ 0.8 BL付近で負になっており，本モデルの結果と類

似する．

8.3.3 2個体の自発的接近

次に，2匹の個体がどの距離に位置するのか，距離の確率分布 P (d∥)を CΓ = 2.0にお

いて測定した．

図 91 は，各時間区分 (t =0-1, 2-3, 4-5, 20-35, 35-50, 65-80) ごとに 0 < d∥ < 2.5 =

d∥,max の範囲における距離の確率を規格化した分布である．t = 0から数秒で一様分布か

らの偏差が現れ，t = 20でおおよそ定常分布に達する．特に，この定常分布は d∥ < 0.5の

範囲にピークを持ち，これは図 90におけるエネルギー散逸率が減少する領域に位置する．

また，d∥ > 0.5で分布は単調に減少する．従って，この系では 2個体が自発的に接近し，

図 91: 各時間区分における距離 d∥ の確率分布．時間区分ごとに 0 < d∥ < 2.5の範囲で規

格化した．破線は一様分布の場合を示す．
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図 92: 確率分布 P (ψ; d∥)とエネルギー散逸率 Θ(ψ, d∥)の位相シフト∆を考慮した重なり

積分 I(∆)．

エネルギー散逸率を減少させる傾向があることが示された．

8.3.4 エネルギー散逸率の最適化問題

ここで，エネルギー散逸率が最適化されているのかを検証する．というのも，図 89にお

いて，エネルギー散逸率が最小となるときの２個体の尾の位相差 ψ は理論線からシフトし

ているように見えるからである．そこで，このシフトを定量化するために，以下の確率分

図 93: P (ψ; d∥)の d⊥ 依存性．表示方法は図 88に同じである．
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布 P (ψ; d∥)とエネルギー散逸率 Θ(ψ, d∥)の重なり積分を考える．

I(∆) =

∫ π

−π
dψP (ψ; d∥)Θ(ψ −∆, d∥). (152)

ここで ∆は，最も実現確率の高い位相差とエネルギー散逸率が最適化される位相差の差分

を意味する．言い換えれば，仮に I(∆)が ∆ = ∆0 で最小値を取るとすると，

ψE =
2πfa
U

d∥ + ψ0 −∆0, (153)

が最適化されたエネルギー散逸率における位相差の理論線となる．式 (150)に対して −∆0

だけずれたものとなっている．

図 92は 0 < d∥ < 0.5において平均化した重なり積分 I(∆)を示す．ここから I(∆)は

∆ = 0付近で最大値を取り，∆(= ∆0) ≃ π × 0.6-0.7付近で最小となることがわかる．す

なわち，2個体が自発的に接近してエネルギー散逸率は減少するが，最適化はされていない

ことが主張される．また，ψE0 = ψ0 −∆0 ≈ π× 0.7-0.8 (mod 2π)と見積もることができ

る．ロボットの実験で得られている ψE0 ≈ 0.3π [75]と定量的な差はあるが，エネルギー

効率が最適化されないことを簡単なモデルで示すことができたと言える．なお，流体相互

作用する微生物の運動の同期現象のモデルでも，同期が必ずしもエネルギー効率の最適化

をもたらさないことが知られている [190,191]．

図 94: Θの d∥, ψ に対するカラーマップの d⊥ 依存性．
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図 95: ⟨Θ(d∥)⟩の d∥ 及び d⊥ 依存性．表示方法は図 90と同様．

8.3.5 エネルギー散逸率の d⊥ 依存性

最後に，2個体の横方向の距離 d⊥ を変化させた場合，確率分布 P (ψ; d∥)やエネルギー

散逸率 ⟨Θ(d∥)⟩がどう変化するのかを示す．CΓ = 2.0, χc = 0.375において d⊥ を 0.2か

ら 0.4 まで変化させる．d⊥ が大きくなるほど渦を介した相互作用が小さくなるので，確

率分布の非一様性やエネルギー散逸率の µΘ からのずれは小さくなるはずである．実際，

図 93に示すように確率分布 P (ψ; d∥)は，d⊥ を増加させていくと，d∥ ≲ 1での非一様性

は小さくなり，d∥ ≳ 1では一様分布に近づく．これはエネルギー散逸率に関しても同様で

ある (図 94)．また，図 95はエネルギー散逸率の期待値 ⟨Θ(d∥)⟩の d⊥ 依存性を示したも

のである．やはり，d⊥ の増加に伴って，極小値，極大値の µΘ からのずれは小さくなるが，

d∥ ≲ 0.5では有意にエネルギー散逸率の減少が見られる．
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9 選択的意思決定の先行モデル

第 4章で示したモデルを含む多くの自己駆動粒子モデルでは，相互作用の相手を選択す

る過程までは定式化されておらず，第 3.4.3節の選択的意思決定をモデル化したものは少

ない．本章では，特定の条件下で選択的意思決定を定式化した少数の先行モデルについて

述べる．

9.1 確率分布を利用したモデル

まず，確率分布を用いて直接相手を選択するモデル [192]について述べる．このモデル

では，魚を 3本の直交する線分からなる立体物で置き換える (図 96(a))．これらの個体は

2次元平面上を運動するため，この系は準 2次元系と言える．各個体には頭の向きを基準

として方位角 ϕの 1次元座標 (視野)が備わっており，各相手個体の中心位置の方位角が測

定される．その方位角を中心として，相互作用相手の大きさに基づき，運動方向の確率分

布が視野に設けられる (図 96(b, c))．この確率分布には円環上のガウス分布とも呼ばれる

von Mises分布が用いられている．

p(ϕ) =
1

2πI0(κ)
eκ cos(ϕ−ϕ0) (154)

ここで，ϕは自身の頭の向きを基準として測定した視野上の方位角，θ0 は 1つの相手個体

の中心が位置する方位角であり，

I0(κ) =

∞∑
n=0

{
1

n!

(κ
2

)n}2

(155)

は κをパラメタとした 0次の第一種変形ベッセル関数である．相手個体が複数匹いた場合

(iで番号付けされる)は，相手個体が自身の視野に作る立体角 Afi(図 96(b))により重み付

けされ，

P (ϕ) =

∑
iAfipi(ϕ)∑

iAfi
(156)

が，全体の確率分布となる．これにより，視野中で大きな立体角を占める相手個体の方向

に向かって運動することとなる．この視覚情報による確率分布に，自己推進の確率分布と

エサの方向に進む確率分布を加味した確率分布の例を図 96(c)に示す (いずれも von Mises

分布を使用)．

2 匹の相手個体に対する確率分布の方位角依存性を示したのが模式図 96(d) である．2

個体が近い場合は確率分布が重なり合い，前方に 1つの高いピークを持つ確率分布となる

ため魚はその方向に進むが，2個体が離れると，確率分布が 2つのピークを持つため，ど

ちらかを選択するような挙動が出現する．このように，このモデルは選択的意思決定を表

現したものと言える．ただし，視野上で相手個体同士の像の重なり (視覚遮蔽)は考慮され

ておらず，遮蔽を無視して式 (156)が適用される．そのため遮蔽の効果を考慮することは

できず，遮蔽が無視できる数密度が希薄な少数個体系にのみ適用されており，集団パター

ンについては対象としていない．
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(a)

(b)

(c)

(d)

図 96: 視野上の確率分布を用いた選択的意思決定のモデル [192]．(a)魚の体を 3本の直交

する線分からなる立体物で置き換えた模式図．(b) 相手個体が自身の視野に作る立体角の

模式図．(c)視野上の確率分布の具体例．相手個体 (fish)が角度 0, π/3, −3π/4付近，エサ

(spots)が角度 2π/3, −π/2付近に存在する場合に対応．focal fishは自己推進の分布に対

応．(d)2匹の相手個体にがいる場合の視野上の合成確率分布の具体例．確率分布は各方向

に向かう確率を中心からの距離としてプロットしている．図は [192]より許可を得て転載．

9.2 スピンによる相転移を利用したモデル

続いて，スピンによる相転移を利用した選択的意思決定のモデルについて述べる [111,

193,194]．このモデルでは，個体の前方に 2, 3個の標的を置く (図 34のバーチャルフィッ

シュを静止した標的に置き換え，ゼブラフィッシュをモデルの個体に置き換えたものに対

応する)．ここで，視覚情報を処理するための内部自由度としてスピンの系を設ける．N 個
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(a)
(b)

2標的
3標的

図 97: スピンによる相転移を利用した選択的意思決定のモデル [111]．図 34も参照．(a)

標的が 2個の場合，(b)標的が 3個の場合の，個体の y 軸上の位置の確率分布を，標的間

の距離 Lごとにプ ロットした図. 図は [111]より許可を得て転載．

の各スピン σn=1,··· ,N = {0, 1}には，いずれかの標的の方向を向いた単位ベクトル (ゴー

ルベクトル) pn がランダムに割り当てられる．例えば 2個の標的であれば，個体から見て

左の標的に向かうベクトル pl と右の標的に向かうベクトル pr が，ゴールベクトルとして

N 個のスピンごとに pn = pl または pn = pr と割り当てられる．このとき，このスピン

系のハミルトニアンが

H = − k

N

∑
n ̸=m

Jnmσnσm (157)

Jnm = cos(∠(pn,pm)) (158)

と定義される．ここで，∠(pn,pm)はゴールベクトル pn と pm が成す角度の大きさであ

る．数値計算としては，1時間刻みごとにメトロポリス・ヘイスティングス法を用いて，ス

ピン系のエネルギーを下げ，その結果を元に，個体は速度

V =
v0
N

N∑
n=1

σnpn (159)

で推進する．

従って，スピン nとスピンmに割り当てられたゴールベクトルが同じであれば，それら

のスピンの向きが揃い，強磁性的に振る舞うことでエネルギーが下がり，逆にゴールベク

トルが異なる場合は，pn と pm の成す角度が小さければ強磁性的に，成す角度が大きけれ

ば反強磁性的に振る舞うことでエネルギーが下がる．つまり，相転移的観点では，ゴール

ベクトルが似ているもの同士でスピンの秩序が形成されるが，ゴールベクトルが大きく異

なるものとの反強磁性的相互作用によって，どれか 1つのゴールベクトルに対応するスピ

ンの秩序が勝る．このような過程により，1つのゴールベクトルが選択され，結果としてそ

のゴールベクトルの方向へ速度 V で運動し，標的に接近していく仕組みになっている．た
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だし，このモデルではゴールベクトルの実態が不明で，多数の標的 (相手個体)がある場合

では各個体の内部自由度も多数となるため計算コストが大きくなることから，集団パター

ンについては扱われていない．このモデルのシミュレーションにより，図 34で示した実験

を再現する，2個の標的に対しては二又，3個の標的に対しては三又に分岐した確率分布が

得られている．
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10 選択的意思決定を考慮した視覚モデルの構築

この章の結果は本研究に関する著者らの論文 [195] に基づく. (S. Ito and N. Uchida,

Selective decision-making and collective behavior of fish by the motion of visual atten-

tion, PNAS Nexus 3, pgae264 (2024). doi:10.1093/pnasnexus/pgae264より許可を得て

図表を転載．) 第 9章で述べたように，先行モデルは個体数が少なくかつ遮蔽が無視でき

る場合の選択的意思決定を表すが，選択的意思決定と集団運動を包括的に再現できるモデ

ルは存在していない．そこで，これを実現するために，本研究では以下のようなモデルを

構築する． 3.4節で示した視覚相互作用の実験的知見を基に，近傍の個体からの視覚刺激

によって駆動される視線 (注意の方向)を導入し，その動きをモデル化する．このとき，視

線の先にいる相手個体と斥力，引力，配向の相互作用を行う．このモデルにより，先行実

験 [111]の確率分布の分岐現象を再現し，多様な集団パターンを再現することを示す．加

えて，視覚相互作用の観点から，トポロジカル相互作用 [77] や 3 体力 [76] の原因を解析

する．

10.1 モデルの定式化

まず初めに，本モデルの構成の概要について述べる．自己駆動する個体が視野中の相手

個体から視覚刺激を受け，各個体の視蓋のレチノトピックマップを模した内部空間に信号

が生成される．信号の強さは内部空間上の相手個体の鉛直角直径や相対速度に依存し，視

線 (注意の方向)は強い信号の方を向くようにモデル化される．各個体は視線の先の相手個

体の視覚情報を読み取り，自身の運動に反映する．

モデルの詳細について述べる．自己駆動個体は単眼が備わった平板で表現され

(図 98(a))，N 個の個体は境界の無い平面上を運動する (図 98(b))．個体番号を

i = 1, 2, · · · , N とし，目の位置を ri = (xi, yi)，速度を vi = dri/dt = viei と定義する．

ここで vi ≥ 0 は速さ，ei = (cos θi, sin θi) は進行方向の単位ベクトル，θi はその角度で

ある．

10.1.1 視線の時間発展方程式

本モデルの新しい特徴として視線を導入し，その角度を ϕi とする (図 98(c))．ϕi の時間

発展を以下のようにモデル化する．図 98(d)に示すように，視野は神経節細胞 ( 3.4.1節参

照)に対応するビンに分割される．ビンの個数 Nb は神経節細胞の数に対応し，細胞の密度

と網膜の面積から見積もられる．µ 番目 (µ = 1, 2, · · · , Nb) のビンの角度を ϕµ と表記す

る．また，個体 iの µ番目のビンで測定された相手個体の鉛直角直径を δ⊥i,µ(図 98(b)も参

照)，相対速度の大きさを ui,µ と書く．

ここで，視蓋のレチノトピックマップ ( 3.4.1 節参照) を模した，角度座標 ϕ ∈ [−π, π]
を軸に持つ 1次元の perception fieldを定義する．各ビンからの信号は以下の信号強度分

布で表現される (図 98(e)参照)．

γi,µ(ϕ) = −U(δ⊥i,µ, ui,µ;β)A(δ
⊥
i,µ)G(ϕ, ϕµ;κ) (160)
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ここで G(ϕ, ϕµ;κ)は受容野を反映した信号強度分布であり，ϕ = ϕµ にピークを持つ．ま

た，A(δ⊥i,µ)は鉛直角直径に対する依存性，U(δ⊥i,µ, ui,µ;β)は相対速度依存性を表す．各ビ

ン (神経節細胞)からの信号は perception fieldで重ね合わされる (図 98(e))．

Γi(ϕ) =

Nb∑
µ=1

D(ϕµ;χ)γi,µ(ϕ) (161)

ここで D(ϕµ;χ)は網膜上の神経節細胞の密度の非一様性 ( 3.4.1節を参照)を表現する関

数である．これらの関数の具体的な形は 10.1.2 節で導入する．このとき，視線の角度 ϕi

は以下の時間発展方程式に従う．

τϕ
dϕi
dt

= −dΓi(ϕi)

dϕi
(162)

τϕ は ϕi の変化する特徴的なタイムスケールを表す．− dΓi(ϕi)/dϕi は視線の移動を引き

起こす駆動力とみなせ (図 98(e))，ϕi が perception field上のポテンシャルとしての合成

信号 Γi(ϕ)の極小位置に移動することを意味する．

10.1.2 信号の関数

式 (160), (161)中の関数の意味について述べる．信号強度は，ビンで測定された鉛直角

直径と相対速度の大きさの関数となっているが，これは，ゼブラフィッシュが相手個体と

図 98: 本モデルの模式図．(a)個体は長さ lb，高さ hb の平板で表される．目は体の中心か

ら le だけ離れた前方に位置する．(b)個体は x-y 平面上を運動する．各個体の矢印は進行

方向を示し，δ⊥ は青の個体 (i)から見たときの緑の個体の鉛直角直径を示す．ただし，鉛

直角直径は緑の個体の体の各位置で変化する．(c)図 (b)を上から見た様子．角度 ϕi は個

体 iの進行方向から測定した視線の角度である．rj = (xj , yj)と θj はそれぞれ，個体 j の

目の位置と進行方向の角度を表す．ϕi, θj は反時計回りを正の向きとし，[−π, π]の範囲の
値をとる．(d) 個体 i の視野をビンに分割した様子．各ビンの中心の角度は ϕµ と表され

る．緑と水色の相手個体が検知されているビン ϕµ ≤ ϕ ≤ ϕν に背景色を付けている．(e)

図 (d)における [ϕµ, ϕν ]内の像からの信号．ϕ軸上の緑と水色の線は各個体が占めるビン

を，緑と水色の曲線は各ビンの信号 γi,λ(ϕ) を表す．それらを重ね合わせたものが視蓋で

の合成信号 Γi(ϕ)となる．赤の矢印は合成信号の微分 − dΓi/dϕi である．
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の距離測定において，水平角直径よりも鉛直角直径をよく用いること，及び相対速度を感

知するアマクリン細胞の存在やゴールデンシャイナーを用いた実験に基づいている．

信号強度は 4つの関数 G, D, A, U から成る．G, Dは目の性質からくるものであり，視

覚情報 (δ⊥i,µ, ui,µ)には依存せず，A, U は視覚情報に依存する信号の強度を表現しており，

それぞれ以下のような意味を持つ．

• G はビンの周りの信号の角度分布を与える関数である．perception field 上の角度

ϕの関数であり，参考文献 [192]にならって von Mises分布の形とする．ϕµ に位置

するビンが perception field 上の位置 ϕに作る信号は

G(ϕ, ϕµ;κ) = exp[κ{cos(ϕ− ϕµ)− 1}] (163)

となる．ϕ = ϕµ で最大値 G = 1となるよう規格化されており，角度差 |ϕ− ϕµ|と
尖度パラメタ κ(> 0)に依存して減衰する．κは神経節細胞の受容野の幅に対応し，

κが大きいほど信号の幅が狭くなる．これは神経節細胞に入力される情報の空間幅

が狭くなるほど視覚情報の空間解像度が上がることを意味する．

• Dは神経節細胞の密度の非一様性を表す関数である．網膜は左右対称なので，ϕµ の

偶関数として以下の形で表す．

D(ϕµ;χ) =
1 + χ cosϕµ

1 + χ
(164)

ここで，χ ∈ [0, 1]は非一様性の強さを表す．関数 D は前方中央で D(0;χ) = 1と

なるよう規格化され，最小値D(±π;χ) = (1− χ)/(1 + χ) < 1をとる．従って，後

方にいる相手個体からの信号が弱くなる．これは，神経節細胞の密度の非一様性に

より，相対的に前方がより見えやすく，後方は感知しにくくなることを反映する．

• Aは信号の強度の鉛直角直径に対する依存性を表す関数であり，次式で定義する：

A(δ⊥i,µ) = Â
r0

r0 + ri,µ
(165)

ここで，

ri,µ =
hb

2 tan
(
δ⊥i,µ/2

) (166)

は相手個体の鉛直角直径 δ⊥i,µ から算出される相手との距離を表す．また，r0 は視力

の限界により相手個体を判別できなくなる限界距離を表す．これは，判別可能な最小

の相手個体の水平角直径 (水平方向の角度)を δ
∥
0 とすると，r0 = lb/

[
2 tan

(
δ
∥
0/2
)]

と決められる．従って，ゼロ距離 ri,µ = 0 (あるいは δ⊥i,µ = π)において，最大値 Â

を取り，相手個体が遠くなるほど刺激が小さくなり，信号は弱くなる．これは，より

近くにいる個体に反応しやすいという実験結果 [105]を反映したものである ( 3.4.1

節参照)．特に，限界距離より十分遠い場合 (ri,µ ≫ r0)，振幅は A ∝ 1/ri,µ ∝ δ⊥i,µ

となるため，信号の強度は鉛直角直径の大きさとともに小さくなるという直感的に

妥当なものである．
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図 99: 合成信号の具体例 (κ = 2.5, χ = 0.3, β = 4.0). (a)個体の配置サンプル．簡単のた

め，個体の速さは定常速さ v0 に設定している. 中心の黒い個体 iの目から各相手個体の頭

部尾部の端に赤の線をプロットしている．赤の破線は像同士の視覚遮蔽により，個体 iか

らは見えない部分を表す．全身が見える青の個体，ピンクの個体を完全に遮蔽する緑の個

体，部分的に遮蔽が起こるオレンジと紫の個体が描かれる．(b)(a)の配置に対応する合成

信号 Γi(ϕ)(黒実線)とその微分− dΓi/dϕ (黒破線)．それぞれの個体の色の実線で，それら

の個体からくる信号 Γ̃i(ϕ)をプロットしている．

• 相手個体の相対速度に対する依存性は U が担う．

U(δ⊥i,µ, ui,µ;β) = (1− e−ri,µ/ra) + e−ri,µ/raeβ{(ui,µ/v0)−1} (167)

これは相対速度の大きさ ui,µ の増加関数であり，パラメタ β (≥ 0)で制御される．

相対速度が大きい相手個体に反応しやすいという実験 [105]を反映している ( 3.4.1

節参照)．β = 0の場合，U = 1の定数となり速度依存性は消失する．また，ra は相

手個体の体表の模様などがはっきりと見える，それによって，相手の速さが検知で

きる距離を表す．そのため，相手個体が ra より十分離れている場合 (ri,µ ≫ ra)で

は，U ≃ 1となり，速さが検知されなくなることに対応する．一方で，相手が十分

近い場合は，U ≃ eβ{(ui,µ/v0)−1} に上昇し，β が大きいほど振幅への速さの影響が

大きくなる．

図 99 に合成信号 Γi(ϕ) の計算例を示す．合成信号はいくつかの極小点を持ち，視線の

角度 ϕi が時間発展方程式 (162)に従って，いずれかの極小点に引き付けられる．図 99(b)

の青，緑，紫，オレンジの実線は 1相手個体からもたらされる合成信号であり，その個体

が占めるビンについての和

Γ̃i(ϕ) =
∑

µ∈a neighbor

D(ϕµ;χ)γi,µ(ϕ). (168)

となる．
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10.1.3 力の発生と運動方程式

続いて，視線の方向を定めた個体 iが，どのように運動の力を決定するかを示す．本モ

デルでは，個体の推進の速さと運動方向の角度 (vi, θi) を運動の変数に定める [136, 196]．

実験においても速さの変化と角度の変化を測定することが多く，実験との比較がしやすい

という利点がある [76, 77]．

本節では運動方程式の構成と意味を述べ，次節で力の表式の詳細を示す．vi の時間発展

方程式は
dvi
dt

= C(v20 − v2i ) + ⟨F (ϕµ, δ⊥i,µ)⟩µ + ηv,i, (169)

θi の方程式は
dθi
dt

= ⟨Ω(ϕµ, δ⊥i,µ, ψi,µ)⟩µ + ηθ,i, (170)

となる．ここで，個体の質量は 1に規格化され，v0 は定常遊泳の速さ，C は抵抗係数に比

例する定数である．自己駆動力 C(v20 − v2i )はニュートン抵抗 −Cv2i と推進力 Cv20 からな

る [40]．また，ηv,idt =
√
2Dvdwv,i と ηθ,idt =

√
2Dθdwθ,i はホワイトガウスノイズ項で

あり，dwv,i と dwθ,i は標準ウィーナー過程に対応する．

視覚の方向 ϕi の効果は相互作用項の運動方向の力 ⟨F (ϕµ, δ⊥i,µ)⟩µ と角速度
⟨Ω(ϕµ, δ⊥i,µ, ψi,µ)⟩µ に含まれる．F と Ω は斥力，引力，配向の力などを含む関数であり，

具体的な関数形は次節で述べる．ここで ⟨· · · ⟩µ は視線の角度 ϕi を中心とした角度幅 δ
∥
0

の区間での平均である．すなわち，視線の先の情報は限界分解能を超えて判別することは

できないため，その限界分解能内の “ぼやけた”情報の処理を角度幅 δ
∥
0 の範囲の平均化で

表現している．具体的に数式で表すと，視野中のある量 Q(qi,µ)に対して，

⟨Q(qi,µ)⟩µ =
∑
µ∈Ri

Q(qi,µ)/|Ri| (171)

として平均化が行われる．Ri は ϕi をを中心とした区間 [ϕi − δ
∥
0/2, ϕi + δ

∥
0/2]に含まれる

ビンの集合に対応する．|Ri|はこの区間に含まれるビンの数であり，区間幅 δ
∥
0 を各ビンの

幅 δ
∥
b で割ったもので与えられる．

10.1.4 力の関数

この小節では力の表式について述べる．まず，式 (169)右辺の C(v20 − v2i )は，魚が高レ

イノルズ数で遊泳することから，上述の通り，ニュートン抵抗を意識して定式化した．た

だし，遊泳速度が定常速度に近い (vi ≃ v0)場合は，C(v20 − v2i ) ≃ 2Cv0(v0− vi) ∝ v0− vi
となるため，第 5章のモデルの自己駆動項と同様の形となる．

運動方向の力 F (ϕµ, δ
⊥
i,µ) は，相手個体の方位角 ϕµ と鉛直角直径 δ⊥i,µ に依存する．実

験 [76, 77]より，斥力は近距離 (δ⊥i,µ が小さい)，引力は遠距離 (δ⊥i,µ が大きい)で働き，共

に前方，後方に相手個体がいるとき (ϕµ ≈ 0,±π) に強くなることがわかっている．従っ
て，推進力を以下のように構成する．

F (ϕµ, δ
⊥
i,µ) = f(ri,µ) cos(ϕµ), (172)
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f(r) =


−fr re−rre

[0 < r < re],

fa
r−re
ra−re [re < r < ra],

fa
ra
r [ra < r]

(173)

ここで， 距離 ri,µ は鉛直角直径 δ⊥i,µ と ri,µ = 2 tan
(

hb

2δ⊥i,µ

)
の関係にあり，re は力の平衡

距離，ra は引力が最大値 fa をとるときの相手個体との距離である．また，ゼロ距離では

斥力が最大値 fr をとる．方位角依存性 cos(ϕµ)は先行モデル [136]の表式に一致する．距

離依存性の関数 f(r)は，r < ra の距離においてはおおよそ線形の関数で近似できること，

及び，r > ra の遠方では 1/r に比例するという実験結果 [78]にもとづいて定式化した．

角速度 Ω(ϕµ, δ
⊥
i,µ, ψi,µ) は ϕµ と δ⊥i,µ に加え，自身と相手個体と進行方向の角度差 ψi,µ

に依存する．Ωには斥力，引力に加え，配向相互作用が含まれる [78]．斥力と引力は，左

右に相手個体がいるとき (ϕµ ≈ ±π/2)に強くなり [76, 77]，相手個体が体表模様が見える

範囲で自身と反対方向に運動している場合 (ψi,µ ≈ ±π)も強くなる [78]．一方で，配向相

互作用は前方に相手個体がいるとき (ϕµ ≈ 0) 強くなり，相手個体が中間の距離で自身と

垂直に運動している場合 (ψi,µ ≈ ±π/2)も強くなる [78]．従って，角速度は斥力，引力項

Ωr,a と配向相互作用項 Ωo に分けて以下のように構成する．

Ω(ϕµ, δ
⊥
i,µ, ψi,µ) = Ωr,a(ϕµ, δ

⊥
i,µ, ψi,µ) + Ωo(ϕµ, δ

⊥
i,µ, ψi,µ). (174)

ここで，斥力，引力項は

Ωr,a(ϕµ, δ
⊥
i,µ, ψi,µ) = ω(ri,µ) sinϕµ

(
1− e−ri,µ/ra

1 + cosψi,µ
2

)
, (175)

ω(r) =


−ωr ρe−rre

[0 < r < ρe],

ωa
r−ρe
ra−ρe [ρe < r < ra],

ωa
ra
r [ra < r]

(176)

である．ω(r)は関数 f(r)と似た形の距離依存性を表す関数である．ただし，ρe は左右の

距離の平衡距離であり，これは魚の体が細長いために前後方向の平衡距離 re より小さくな

る．方位角依存性 sinϕµ は，先行モデル [136]でも導入されており，相手個体が左右に位

置する場合に角速度が大きくなることを表す．進行方向の角度差 ψi,µ に対する依存性は

1− e−ri,µ/ra
1 + cosψi,µ

2
(177)

で表される．これは，遠方 (ri,µ ≫ ra)では相手の向きが判別できないため，定数 1に近づ

き，近くでは (1 − cosψi,µ)/2となるように構成された関数である．実験 [78]では，ψi,µ

依存性は cosψi,µ と cos(2ψi,µ)でフーリエ展開されているが，本モデルでは基本波成分の

みを残す．

一方で配向相互作用の項は強度パラメタを ωo として

Ωo(ϕµ, δ
⊥
i,µ, ψi,µ) = ωo exp

{
− (ri,µ − ro)

2

2l2o

}
1 + cosϕµ

2
sinψi,µ (178)

と表される．距離依存性 exp
{
−(ri,µ − ro)

2/2l2o
}
をガウス関数とするが，これは実験 [78]

によるフィッティングとよく一致する．この関数が最大となる距離 ro は平衡距離と引力の

最大距離 (体表の模様が見え始める距離)との中間の距離 ρe < ro < ra であり，lo は特徴

的な長さである．また，ϕµ と ψi,µ 依存性については，Ωr.a と同様に，実験によるフィッ

ティングの基本波成分のみを用いる．
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10.1.5 パラメタ

本モデルで用いるパラメタとその値について述べる．表 5によるパラメタのまとめも参

照されたい．ただし，シミュレーションでは体長 lb = 1 BL，タイムスケール τ0 = 1 sec，

個体の質量mで規格化したものを用いる．

• 複数の魚種の平均値 [174]から個体は体高 hb ∼ 0.3[BL]を持つ．また，目の位置は

中心から le = 0.4 BL，すなわち尾端から 0.9 BLに位置する．先行モデル [192]で

は，簡単のため頭の先端に位置すると仮定されていたが，実際には目の位置は少し

後方であるため，この値を採用した．

• 視野のビンの数 (神経節細胞の数) は以下のように見積もる．ゼブラフィッシュや

ゴールデンシャイナーの神経節細胞の密度は O(104) cells/mm2 である [95]．ま

た，網膜の直径は O(1) mmであるため [95]，網膜中の神経節細胞の数は O(104)–

O(105) と見積もられる．本モデルで用いる水平方向のビンの数はこの神経節細胞

の数の平方根で近似できる．従って，ビンの数を Nb = 720と定めると，ビンの幅

は δ
∥
b = 2π/Nb = 0.5◦ となる．あるいは，各ビンは鉛直方向に

√
Nb 個の神経節細

胞が備わっており，これらが相手個体の鉛直角直径を検知していると理由づけるこ

とができる．

• 水平方向の限界分解能角度を δ
∥
0 = 2◦ と定める．これは相手個体が見える限界の距

離に換算すると r0 = lb/
[
2 tan

(
δ
∥
0/2
)]

≃ 28.6 BLとなる．実際，ゴールデンシャ

イナーは 16-39 BL の距離まで相手を感知することが可能である [95]．ちなみに，

この場合，限界分解能角度中のビンの数は |Ri| = 5となる．また，相手個体の体表

の模様がはっきり検知できる距離を ra = 3 BLと定める．これはゼブラフィッシュ

では相手の縞模様を 2-5 BL の距離で検知し，ゴールデンシャイナーでは相手の鱗

のパターンを 1-3 BLの距離で検知できることに基づく [95]．

• 続いて，視覚刺激の信号に関わるパラメタについて述べる．信号の鋭さを表す κと

相対速度依存性を担う β はコントロールパラメタとするが，シミュレーション結

果と実験との比較から，多くの場合 κ = 2.5, β = 4.0 を用いる．χ に関しては，

ϕµ = ±πにおける関数Dの値 (1−χ)/(1+χ)が網膜の前後の密度比を表すことか

ら，これをゼブラフィッシュとゴールデンシャイナーにおける測定値 1/2 [95]と比

較する．従って，χ ∼ 1/3と見積もることができるが，コントロールパラメタとし

ても用いる．また，視線の運動のタイムスケール τϕ は，魚の遊泳のタイムスケール

τ0 と概ね同じであると仮定して，τϕ = τ0 = 1 sを用いる．

• 次に定常遊泳に関するパラメタ値を述べる．定常遊泳の速さは ∼1.5–3.0 BL/s [38,

51, 139] のため，本モデルでは v0 = 2 BL/s を採用した．τ0 は本研究の先行モデ

ル [137] と同じく τ0 = 1 s とする．自己推進力は定常速度付近で C(v20 − v2i ) ≃
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2Cv0(v0 − vi) と近似できるため，遊泳のタイムスケールは 1/(2Cv0) と見積もら

れる．これを τ0 と比較すると，C = 1/(2v0τ0) = 0.25 BL−1 を得る．あるいは，

C は抵抗係数から直接見積もることもできる．ρw ≃ 1000 kg m−3 を水の密度，

CD ≳ 0.01をレイノルズ数 ∼ 105 における抵抗係数 [185] として，C = ρwCDS/m

の関係にある．ここで，S ≲ lbhb は魚の側面積，m = ρ′l2bhb (ρ
′ ∼ 41 kg m−3)は

質量 [174]である．従って，C ∼ ρwCD/(ρ
′lb) ∼ O(0.1) BL−1 を得るため，これは

タイムスケールから見積もった係数 C と同じオーダーとなる．また，ノイズの拡散

係数 Dv と Dθ はコントロールパラメタとするが，よく用いる Dθ = 0.01では単位

時間あたり
√
2Dθ ∼ 8◦ の角度変化が起こる程度のノイズとなる．

• 力に関するパラメタの内，空間スケールに関わる re, ρe, ro, ra についてまとめて

述べる．ゴールデンシャイナーの場合，前後の平衡距離は re ∼ 2 BL，左右の平衡

距離は ρe ∼ 1 BL，最大引力をもたらす距離は ra ∼ 3 BLである [76]．ちなみに，

ra は先の相手の体表パターンが見える距離 ∼ 3 BLとも一致する [95]．また，カダ

ヤシの場合は，re ∼ 2 BLと ra ∼ 3-5 BLで概ね一致する [77]．ラミーノーズテト

ラの実験 [78]によれば，ρe ∼ 1 BL，配向相互作用の距離は ro ∼ 3 BLであるが，

ro は ρe と ra の間に位置するため，ro = 2 BLと定めた．配向相互作用の特徴的な

距離は lo = 2 BLとし，これは配向相互作用が半減する距離に対応する [78]．

• 最後に，力の大きさに関するパラメタ fr, fa, ωr, ωa, ωo について述べる．ただ

し，個体の質量を 1 に規格化して扱うため，力の次元は加速度の次元 BL s−2 と

同じとして表記する．まず，相手個体が前方のおおよそゼロ距離にいるとき，自

身の速度はゼロに減衰することを要請すると，自己推進力と斥力の釣り合いか

ら fr ∼ v0/τ0 = 2.0 BL s−2 と見積もられる．引力は斥力のおおよそ 3 倍のた

め [76, 77]，fa = 6.0 BL s−2 を得る．引力の角速度は特徴的な遊泳速度 v0 を介し

て，ωa ∼ fa/v0 = 3.0 s−1 と見積もられる．斥力の角速度については，寄与が小さ

く ωr ≲ ωa/3.5程度 [78]と読み取れるため，ωr = 0.5 s−1(< fr/v0)と設定した．

配向相互作用の角速度 ωo はコントロールパラメタとするが，おおよそ ωa の半分

であると見積もられる [78]．また，fa と ωa は実験値から直接推定することもでき

る．ラミーノーズテトラは 0.1-0.2 sで 1-2 BL/sの速度に達するため [78]，加速度

は 5-10 BL s−2 と見積もられる．サケやニジマスは 1-2 sで 6-10 BL/sの速度に達

するため [51]，加速度は 3-10 BL s−2 となる．従って，fa = 6.0 BL s−2 の値は妥

当なものと言える．さらに，ラミーノーズテトラは 0.1-0.2 sで 0.35 rad 程度回転

するため [78]，ωa ∼ 2-3 s−1 と見積もられる．
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表 5: 本モデルのパラメタのまとめ．ここで，採用値の内，[ ]で囲われたものはその範囲の

値を取るコントロールパラメタである．採用値の内，～にで示した値は標準値であり，特

に言及しない限りその値を用いる．

記号 定義 実験値 推定値 採用値 (規格化)

hb 体高 ∼ 0.3 BL [174] – 0.3

le 目の位置 – ≲ 0.5 0.4

Nb 視野のビンの数 – ≳ O(102) 720

δ
∥
b ビンの幅 – Nb に関連 0.5◦

r0 限界分解能距離 16-39 BL [95] – 28.6

δ
∥
0 限界分解能角度 – r0 に関連 2◦

κ 信号の鋭さ – – ～2.5

χ 神経節細胞の密度比 – ∼ 1/3 [0, 1]

Â 信号の基準振幅 – – 1.0

β 相対速度依存性 – – ～4.0

τϕ ϕi のタイムスケール – ∼ 1 s ～1.0

v0 定常遊泳速さ ∼1.5-3.0 BL/s [38,51,139] – 2.0

C ニュートン抵抗の係数 – ∼ 0.25 BL−1 0.25

Dv vi の拡散係数 – – ～0.01

Dθ θi の拡散係数 – – ～0.01

re 前後方向の平衡距離 ∼ 2 BL [76,77] – 2.0

ρe 左右方向の平衡距離 ∼ 1 BL [76,78] – 1.0

ra
最大引力の距離

体表の模様の検知距離
∼ 3-7 BL [76–78,95] – 3.0

ro 最大配向相互作用の距離 ∼ 3 BL [78] – 2.0

lo 配向相互作用の特徴的長さ – ∼ 2.0 BL 2.0

fr 推進の最大斥力 – ∼ 2.0 BL s−2 2.0

fa 推進の最大引力 – ∼ 6.0 BL s−2 6.0

ωr 角速度の最大値 (斥力) – ≲ 0.8 s−1 0.5

ωa 角速度の最大値 (引力) – ∼ 3.0 s−1 3.0

ωo 角速度の最大値 (配向) – ∼ 1.5 s−1 [0, 3]

10.1.6 数値計算手法

シミュレーションにおける計算手法について述べる．式 (162), (169), (170) の時間発

展方程式は，時間ステップを ∆t = 0.005 とした Euler-Maruyama 法，ノイズ項は標準

ウィーナー過程 ξ
√
∆tに置き換えられる (ξ は標準正規分布から生成される乱数)．

続いて，鉛直角直径などの計算方法について述べる．個体 i と相手個体 j がいるとき，

視野中の角度 ϕにある相手個体の体の一部の鉛直角直径は

δ⊥ij(ϕ) = 2 tan−1

(
hb

2rij(ϕ)

)
(179)

となる．ここで，rij(ϕ) は個体 i から見て方向 ϕ にある個体 j の体の一部の距離で
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図 100: 本モデルで用いる測定量の図式関係．赤の点が個体 i の目である．(a)-(c) 距離，

単位ベクトル，角度の関係．(d)-(e) 距離と角直径の関係．(d)は (a)の紫の実線を含む鉛

直断面で切ったものを横から見た図である．

ある (図 100(a),(d) 参照)．次に，個体 j の体の一部が µ 番目のビンに存在するとし

て，その鉛直角直径 δ⊥ij,µ を求める．式 (179) における鉛直角直径 δ⊥ij(ϕ) はビンの中

(ϕ ∈ [ϕµ − δ
∥
b/2, ϕµ + δ

∥
b/2])で変化するため，ビンの中での最大鉛直角直径 δ⊥ij,µ を採用

する．(計算方法は付録 Gに示す．)

続いて，遮蔽の効果を考える．個体 iの µ番目のビン内に複数の個体がいる場合，距離

が最も近い (すなわち鉛直角直径が最大の)個体のみが見える．その番号を Ji,µ とし，その

鉛直角直径
δ⊥i,µ = max

j=1,··· ,N
δ⊥ij,µ (180)

を µ番目のビンでの最終的な鉛直角直径とする．この個体 Ji,µ に対する相対速さ ui,µ お

よび運動方向の角度差 ψi,µ は，それぞれ

ui,µ =
∣∣vJi,µ − vi

∣∣ (181)

ψi,µ = sgn
(
(ei × eJi,µ) · ez

)
cos−1

(
ei · eJi,µ

)
(182)

となる．

10.2 標的に対する選択的意思決定

本章の残りの節では本モデルによるシミュレーション結果を示す．この節ではバーチャ

ルフィッシュを追跡する選択的意思決定の実験 [111]の特徴を本モデルが再現することを

示す．
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図 101: 初期条件の模式図．(a)2個の標的，(b)3個の標的の場合．青の矢印がモデルの個

体 (focal agent, f) であり，x-y 平面を自由に運動する．オレンジの矢印が標的 (virtual

agent, v)であり，y 軸に沿って運動する．

10.2.1 初期条件と時間発展

1 つの個体 (focal agent, 以下では f と表記) が，予め与えられた運動を実行する標的

(virtual agent)を追跡する状況を考える．初期時刻 (t = 0)に，図 101(a)-(b)のように，

図 102: (a)-(c) 2 個の標的 (L = 10)，(d)-(f) 3 個の標的 (L = 5) における，t ∈ [0, 55]

での個体の軌跡．(a),(b),(d),(e) は本モデル，(c),(f) は従来型の自己駆動粒子モデルによ

る．個体の初期位置は青い点で表され，軌跡の例は水色，ピンク，緑の実線で表される．

(a),(c),(d),(f) は実験室系での軌跡を示し，オレンジの破線は標的の軌跡である．(b) と

(e)は標的と共に動く座標系 (速さ v0 で y軸方向に動く座標系)での軌跡である．オレンジ

の矢印は標的を表す．
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個体が xf = 0, yf = −ra に位置し，y 軸方向に速さ vf = v0 で運動しており，視線の方向

は ϕf = 0 (進行方向つまり y 軸方向)にある．一方で，標的 (vn, n= 1, 2, 3)は yvn = 0 (x

軸上) に互いに距離 L を保って配置され，その後は y 軸に沿って一定の速さ vvn = v0 で

直線的に運動する．このとき，個体は時間発展方程式 (162)-(170)に従い，標的を追跡す

る (t > 0)．ここではコントロールパラメタは言及しない限り χ = 0.3 と ωo = 1.0に固定

する．

10.2.2 標的の追跡と確率分布

この初期条件から時間発展させると，図 102(a),(d)のように個体は標的の間を 10 sec程

度のタイムスケールで行ったり来たりすることがわかる．標的と共に動く座標系では個体

の軌跡は標的の後ろに位置し，実際に追跡していることがわかる (図 102(b),(e))．

ここで，追跡の様子の L依存性を定量化するために，個体の位置の確率分布 P (x, y;L)を

考える．P (x, y;L)の測定領域を，標的と共に運動する座標系で x ∈ [−15, 15], y ∈ [−4, 4]

とし，空間のビンを ∆x = ∆y = 0.25 とする．各パラメタセットに対して 1000 回シ

ミュレーションを実行し，
∫ 15

−15
dx
∫ 4

−4
dy P (x, y;L) = 1となるように規格化した．また，

図 103: 2個の標的に対する確率分布 P (x, y;L)の L依存性．オレンジの矢印が標的を表

す．Lは 1.0(左上)から 20.0(右下)まで変化．
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P (x, y;L)が初期条件の個体の位置を含まないよう t ∈ [5, 55]のシミュレーション時間で

平均した．標的の後方での個体の x軸上の位置を表す確率分布 ( y について積分した周辺

確率分布)として

P (x;L) =

∫ 0

−4
dyP (x, y;L)∫ 15

−15
dx
∫ 0

−4
dyP (x, y;L)

. (183)

を考える．これは
∫ 15

−15
dxP (x;L) = 1となるような確率分布である．

確率分布の測定結果を示す．図 103, 104 は，それぞれ 2 個，3 個の標的に対する

P (x, y;L)の結果である．いずれも個体は標的の後方に位置し，標的間距離 Lが小さいと

きは複数の標的の中央，Lが大きいときはどれかの標的の後ろにピークが出現する．これ

らの分布 P (x, y;L)を y 軸に沿って積分し，その確率分布 P (x;L)を Lの関数として表し

図 104: 3個の標的に対する確率分布 P (x, y;L)の L依存性．Lは 0.5(左上)から 10.0(右

下)まで変化．
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たのが，図 105(a),(b)である．いずれもゼブラフィッシュの実験結果 (図 34) [111]とよ

く似た分岐構造が見られる．2個の標的の場合は L ∼ 3で二又分岐が起こり，3個の標的

の場合は二又分岐に続いて三又分岐が起こる．すなわち，L ≲ 1 では 3 個の標的の中心，

1 ≲ L ≲ 3では v1と v3の間，または v2と v3の間に位置し，L ≳ 3ではそれぞれの標的

の後ろにつく．また，L ∼ 10で標的が十分離れている場合は，確率分布は中心の標的 v3

付近で小さく，左右の標的 v1や v2に向かう確率は相対的に大きくなる．

この結果を実験と比較する．ゼブラフィッシュの実験では，2 個の標的，3 個の標的の

場合の分岐は L ∼ 6 BLで生じた [111]．一方で，本モデルでは L ∼ 3 BLで分岐が生じ

た．これらの結果の差は，一因としてゼブラフィッシュの幼魚の目の分解能の低さによる

可能性がある．成魚やゴールデンシャイナーといったより体の大きな魚では分解能が高い

ため [95]，これらの魚を用いれば本モデルの結果に近づくと考えられる．また，3個の標的

において，Lが大きくなると中間の標的に向かう確率が低下するが，これはゼブラフィッ

シュの実験 [193]でも観測されている現象である．

(a) (b)

(c) (d)

図 105: 2 個の標的 (a),(c)，3 個の標的 (b),(d) に対する選択的意思決定 (χ = 0.3, ωo =

1.0)．(a)-(b)本モデル，(c)-(d)従来型の自己駆動粒子モデルでの確率分布 P (x;L)．オレ

ンジの線は標的の x軸上の位置を表す．
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10.2.3 従来型のモデルとの比較

前節の結果が視線の運動の導入による選択的意思決定の特徴からくるものであることを

示すために，従来型の自己駆動粒子のモデルと比較を行う．このモデルでは点粒子の個体

を用い，個体には全ての標的からの力の平均の力が働くとする．個体 fの運動方程式は以

下で与えられる．

dvf
dt

= C(v20 − v2f ) +
1

Nv

Nv∑
n=1

F (ϕf,vn, rf,vn) + ηv,f (184)

dθf
dt

=
1

Nv

Nv∑
n=1

Ω(ϕf,vn, rf,vn, ψf,vn) + ηθ,f , (185)

ここで，n = 1, · · · , Nv は標的のラベル番号，rf,vn = |rvn − rf | は個体 f と n 番目の標

的 (vn) との距離，ϕf,vn は個体 f に対する標的 vn の方位角，ψf,vn は個体 f の進行方向

に対する標的 vn の運動方向の角度である．力の関数 F, Ω は，元のモデルと同じである

(式 (172),(175))が，力の平均方法を，視線の方向での平均 ⟨· · · ⟩µ から，全ての標的の平
均 1

Nv

∑Nv

n=1 · · · に変更した．
2 個の標的の場合，図 105(c) のように，従来型のモデルにおいても確率分布 P (x;L)

の分岐は見られる．しかし，P (x;L) のピークは複数の標的からの力がつりあう位置にあ

る．実際，従来型のモデルの個体の軌跡は，標的間を行ったり来たりするものではなく，

図 102(c),(f)のように 1つの標的の周りにとどまる．さらに，3つの個体の場合，P (x;L)

図 106: 2個の標的の場合の確率分布 P (x;L)のパラメタ依存性．(a) 図 105(a)の拡大図

(L ≤ 10)．パラメタは χ = 0.3, ωo = 1.0, κ = 2.5, Dv = Dθ = 0.01 である．それぞ

れ (b) κ = 0.1, (c) κ = 3.5, (d) Dv = Dθ = 0.001, (e) Dv = Dθ = 0.02, (f) χ = 0,

ωo = 3.0に変更した場合の P (x;L)．
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には二又分岐が生じるが，Lが大きくなると，三又分岐には発展せず，その分岐は閉じる

(図 105(e))．従って，従来型のモデルでは左右の標的に近づくことはできない．

10.2.4 確率分布のパラメタ依存性

P (x;L) の分岐過程のパラメタ依存性について述べる．基準となるパラメタに対する

図 105(a),(b)の拡大図 106(a), 107(a)を示す．

まず，初期条件の個体 f の位置を標的により近づけた場合 (通常の yf = −ra から
yf = −0.5ra に変更) でも，分岐過程はほとんど影響を受けないことが確かめられる

(図 107(b))．

次に，視覚刺激の信号の鋭さのパラメタを κ = 2.5から変更する．κ = 0.1に対しては，

信号の裾野が広がるために，図 106(b), 107(c)のように，分岐過程は起こらなくなる．こ

れは標的が作る信号同士が重なり合い，個体が 1つの標的に焦点を合わせることができな

いためである．一方で，κ = 3.5に対しては，κ = 2.5に比べて分岐過程がやや明瞭になる

(図 106(c), 107(d)).

次に，ノイズの係数 Dv と Dθ を Dv = Dθ = 0.01から変更する．ノイズを弱くした場

合でも (Dv = Dθ = 0.001)大きくした場合でも (Dv = Dθ = 0.02)，分岐過程の挙動はそ

れほど変化しない．ただし，3個の標的の場合の L ∼ 10付近に注目すると，ノイズが弱い

場合は左右の標的により引き付けられ，ノイズが強い場合は概ね均等に各標的に向かうこ

とがわかる (図 106(d),(e), 107(e),(f))．前者は，標的が細長い形状を持つため，個体 fか

ら見て左右の標的の見た目の大きさが中央の標的に比べ大きくなり，ノイズが効かないと

きは左右の標的に惹かれやすいためである．

また，パラメタ χ = 0 と ωo = 3.0 の場合についても調べた．この場合，配向相互

作用が強いため，標的の横に位置する傾向が強くなったが，分岐過程の特徴は保たれ

図 107: 3個の標的の場合の確率分布 P (x;L)のパラメタ依存性．(a) 図 105(b)の拡大図

(L ≤ 10)．パラメタは基準となる χ = 0.3, ωo = 1.0, κ = 2.5, Dv = Dθ = 0.01であり，

個体 fの初期条件の位置は (xf , yf) = (0,−ra)である. それぞれ (b) (xf , yf) = (0,−0.5ra),

(c) κ = 0.1, (d) κ = 3.5, (e) Dv = Dθ = 0.001, (f) Dv = Dθ = 0.02, and (g) χ = 0,

ωo = 3.0に変更した場合の P (x;L)．
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た (図 106(f), 107(g)).

10.2.5 標的の位置の非対称性

最後に，図 108(a)のように非対称に配置された 3個の標的について考える．標的 v1, v2

が x = ±Lに，標的 v3が xv3 = Lasym ∈ [0, L]の位置に存在する．図 108(b)-(f)は x座

標および Lasym の関数として確率分布 P (x;L,Lasym) を，さまざまな L の値について示

す．まず，Lasym = 0においては，図 105(b)と同じく，L = 2.0 と L = 2.5の場合は二

又分岐，L = 4.0 と L = 5.0の場合は三又分岐，L = 3.0の場合はその中間の状態にある．

いずれの Lにおいても v3が v2側へシフトしていくと，分岐のピークは v3に近づいてい

き，分布は Lasym → Lの極限で 2個の標的の二又分岐に収束していく．特に，L ≳ 3.0の

場合は，中間の Lasym の値で，ピークが v2と v3の間に位置し，v1に対する確率はほとん

図 108: 非対称に配置された 3 個の標的を追跡する個体の位置 ( x 座標) の確率分布

P (x;L,Lasym)．(a) 初期条件の模式図．(b)-(f) Lごとにプロットした xと Lasym の関数

としての確率分布 P (x;L,Lasym). オレンジの実線は標的の x座標を表す．(g) L = 3.0 と

Lasym ∈ [0, 1]に対する P (x;L,Lasym). 左右のオレンジの破線は標的 v1 と v2, 中心に近

いその他の破線は各 Lasym に対する標的 v3の x座標を表す.
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どゼロとなる．図 108(g)は L = 3.0での Lasym ∈ [0, 1]に対する，P (x;L,Lasym)の変化

を示したものである．対称な分布 P (x;L,Lasym)を持つ Lasym = 0の状況から，Lasym を

増加させていくと，右の 2つのピークは 1つに結合し，左のピークは小さくなることがわ

かる．また，v3の近くには左側に小さなピークがある．三又分岐が起こり始める L = 3.0

を採用した理由は，ゼブラフィッシュの実験 [111]においても，三又分岐付近での非対称

標的に対する挙動が研究されていたためである．実験との比較により，3つのピークの位

置とその相対的な位置関係は定性的な一致を示す．

10.3 集団運動とパターン相図

この節では多数匹の集団運動の結果について述べる．初期条件としては，100個体が半

径 7 の円の中にランダムに配置している状況を設定する．ただし，初速は vi = v0 とし，

体の角度 θi と視線の角度 ϕi は [−π, π]の範囲の一様分布からランダムに定める．

図 109: 集団運動のスナップショットと相図．(i)-(v)は以下のパターンとパラメタ (χ, ωo)

に対応する．(i) vortex: χ = 0.3, ωo = 1.0. (ii) polarized school: χ = 0, ωo = 3.0. (iii)

swarm: χ = 0.5, ωo = 0.25. (iv) turning: χ = 1.0, ωo = 3.0. (v) unsteady aggregation:

χ = 0.6, ωo = 1.75. (a) N = 100個体の集団パターン．矢印は 1体長の個体を表す．色は

運動の方向に対応する．(b) パラメタ (χ, ωo)に対する集団パターンの相図. 色は (c)の秩

序変数 (P,M)の値に対応する．オレンジの点は (i)-(v)の各パラメタ値を表し，点線は集

団パターンの定性的な境界線を表す．
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図 110: N = 100個体の集団パターンのスナップショット．(a) turning χ = 1.0, ωo = 3.0

，(b) unsteady aggregation χ = 0.6, ωo = 1.75．∆t は経過時間である．各スナップ

ショットは図 109(a) と同じ方法で描画している．(a) では, ∆t ≲ 10 において polarized

school が伸長し，∆t ≲ 19 で前端が回り込みを始め，∆t = 21 で再び真っ直ぐに向きの

揃った状態となる．(b)では，(左上)vortexになりかけたところから，(右上)群れの内側

に向かって個体が積み重なる．(右下)それらが徐々に向きを揃え，(左下)伸長したクラス

ターとなり，前端が回り込み始めることで，再び (左上)のような vortexに戻る．

10.3.1 集団パターンの分類

神経節細胞の密度比のパラメタ χと配向相互作用による角速度のパラメタ ωo を変化さ

せると，図 109(a), 110 に示す集団パターンを得た．これらは以下のように分類される．

(i) vortex: 個体たちが共通の回転軸のまわりを回る，(ii) polarized school: 向きが揃い，

群れ全体が同じ方向へ進む，(iii) swarm: 個体たちの向きがランダムな状態，(iv) turning:
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polarized school から断続的に伸長し，曲がったクラスターになるもの (図 110(a)), (v)

unsteady aggregation: vortex が崩壊し，その後 polarized school に変形した後，再び

vortexに戻るもの. このサイクルは繰り返され，不定の時間間隔で生じる (図 110(b))．動

画については [197]を参照．

図から読み取ると，これらのパターンの大きさは 10(体長)のオーダーであり，これらは

70匹，150匹のゴールデンシャイナーの群れの大きさ [16]と比べても妥当である．また，

turningはクラスターの形としては，流体相互作用を導入した先行研究 [132]でも報告され

ていた．流体モデルでは全個体と相互作用する長距離相互作用のために，カーブした形が

保たれたまま旋回する turningの挙動が得られていたのに対し，本モデルでは視覚の遮蔽

効果により少数の相手個体とのみ相互作用するため，先頭の個体の向きの方向転換に鋭敏

に反応し急激な旋回が得られた．

図 111: (a) (i) vortex と (iii) swarm, (b) (ii) polarized school と (iv) turning，(c)

unsteady aggregationに対する秩序変数 P (t), M(t)の時間発展．青またはシアンの線が

P (t)，赤またはピンクの線がM(t) を示す．時間窓 t ∈ [300, 800] は時間平均の時間幅を

表し，Pth,Mth は P, M の閾値に対応する．vortexは大きいM と小さい P の値を取り，

swarm は P, M 共に小さな値を取る．polarized school と turning の両方が大きな P と

小さなM の値を取るが，turninでは P, M にスパイクが出現し，これが方向転換のタイ

ミングに一致する．P M の大きな揺らぎが vortex-stuck-polarized状態の繰り返しと，不

定の時間感覚を示す.
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10.3.2 集団パターンの相図

集団パターンを定量化するために，配向秩序変数 P と回転秩序変数M を用いる．図 111

に示すように，パターン (i)-(iii) のような定常状態のクラスターでは直ちに秩序変数が収

束することがわかり，(iv)に対しては旋回のタイミングなどがわかる．

ここで，複数回にわたるシミュレーションでの秩序変数の平均化の際に，クラスターが

分裂してしまう場合を除くため，初めにクラスター分裂の定義を示す．各シミュレーショ

ンの最後に以下のいずれかの条件に当てはまった場合，分裂が起こったと判定する．

• 条件 1: 重心 rG =
∑N
i=1 ri/N からの個体の最大距離が 3r0 ∼ 85以上の場合．

• 条件 2: 最大クラスターに含まれる粒子の数が 0.95N よりも少ない場合．ただしク

ラスター判定の半径は限界分解能距離 r0 ∼ 28を用いる．

シミュレーションの途中で分裂が起こった場合，分裂した小さなクラスターは，シミュレー

ションの終了時間 (t = 800)には O(1000)程度の距離まで離れていくため，条件 1により

判定が行われる．これは定常的な集団パターンの大きさ ∼ O(10)より十分大きなものであ

る．また，少数の個体を含むクラスターは最大のクラスターに再び戻っていく傾向も見ら

れるため，条件 2では粒子数にクラスター判定の許容範囲を設けた．条件 1では分裂して

いると判定できないが，条件 2で判定できる状況は，例えば，2つの中程度の向きの揃っ

たクラスターが平行に移動している場合が当てはまる．また，25回中に分裂判定が生じた

割合を ps と定める．

集団パターンの相図を作成するために，量 Q(t)の時間平均 Q̃を，分裂が起こらなかっ

たサンプルについて，t ∈ [300, 800]で時間平均したものと定め，それらを 25回のシミュ

レーションで算術平均を取ったものを平均値 Qと定める．Qの標準偏差も同様に，分裂が

起こらなかったサンプルから得た．

ここからパターン相図を示す．各パラメタ (χ, ωo)に対して秩序変数の平均値 P, M を

χ ∈ [0, 1], ωo ∈ [0, 3] の範囲でプロットしたものが図 109(b) である．クラスターの安定

性を最大化するために，ノイズレス (Dv = Dθ = 0) の状況を考えた．配向相互作用の

強さ ωo を大きくすると，個体間の向きが揃い，クラスターは swarm，vortex，polarized

school，または turning の順に変化する．χ ≲ 0.5 に対しては，vortex が ωo ≲ 1.5-2.0，

図 112: (a)配向秩序変数の持続時間 TP，(b)回転秩序変数の持続時間 TM，(c)分裂の割

合 ps のマップ．点線は図 109(b)と同じく，定性的な集団パターンの境界線である．
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polarized schoolが ωo ≳ 1.5-2.0で出現し，χ ≳ 0.5に対しては，unsteady aggregation

が 1.5 ≲ ωo ≲ 2.0，turningが ωo ≳ 2.0で出現する．また，swarmはあまり χには依存

せず，ωo の大きさに支配される．χの実験値はおおよそ 1/3であるが (表 5参照)，この値

の付近で vortex, polarized school, swarmといった豊富なパターンが出現する．

また，配向秩序変数の持続時間 TP と回転秩序変数の持続時間 TM も測定した．これ

らはそれぞれ，t ∈ [300, 800] の時間窓において，秩序変数 P (t), M(t) が閾値 Pth =

0.8, Mth = 0.5を超えるような時間と定義した．ただし t ∈ [300, 800]の時間窓において

持続時間を [0, 1]の範囲で規格化し，25回中，分裂しなかった場合のシミュレーションに

ついて算術平均を取ったものを TP , TM と定義した．図 112(a),(b)に TP , TM のパラメ

タ (χ, ωo) 依存性を示す．これにより，vortex では大きな TM の値，polarized school と

turningでは大きな TP の値，swarmでは小さな TP , TM の値を取ることが確認された．

10.3.3 集団パターンのパラメタ依存性

本節では集団パターンの χ, ωo 以外のパラメタに対する依存性について示す．特に (i)

vortex (χ = 0.3, ωo = 1.0)について詳しく扱う．図 113(a)-(c)に示すように，本モデルで

通常用いるパラメタ値 κ = 2.5, β = 4.0, τϕ = 1.0では，大きな回転秩序変数M と小さな

分裂の割合 ps を持つ．この結果は以下のように解釈することができる．信号のピーク幅が

広い場合，視線の運動はゆっくりとなり，相手個体の運動に視線の運動が追いつくことが

できなくなるため，群れはバラバラになってしまう．このような状況が小さい κや大きい

τϕ で起こる．一方で，信号のピークが鋭すぎる場合，視線が 1つの相手個体に向く傾向が

図 113: (i) vortex (χ = 0.3, ωo = 1.0)のパラメタ依存性. 分裂の割合 ps(オレンジ), 配向

秩序変数 P (青), 回転秩序変数M(赤)を (a) 信号の鋭さ κ, (b) 相対速度依存性 β, (c) 視

線の運動のタイムスケール τϕ の関数として表示した図．エラーバーは標準偏差を表す．黒

破線は本モデルで通常用いられるパラメタ値を表す (κ = 2.5, β = 4.0, τϕ = 1.0). また，

ps = 1の場合は秩序変数の値は示していない．(d)M と (e) ps のノイズ (Dv, Dθ)依存性.
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図 114: (i) vortex (χ = 0.3, ωo = 1.0)と (ii) polarized school (χ = 0, ωo = 3.0)の個体

数 N に対する依存性．(a) vortex，(b) polarized schoolにおける ps, P , M の N に対す

る依存性．黒破線はN = 100を表す．ただし (b)では向きを揃えた場合の初期条件を用い

ている．(c) 慣性半径 Rg の N 依存性．(i)が紫の実線，(ii)が緑の実線である．

強くなり，他の個体に視線を向けることができず，クラスターは多くの小さなクラスター

に分裂してしまう．このような状況が大きい κ，小さい β，および小さい τϕ で起こる．加

えて，ノイズDv とDθ に対しては，回転秩序変数はDθ の影響を強く受けるが，分裂の割

合 ps にはほとんど影響がないことが示される (図 113(d),(e))．

続いて，個体数 N に対する依存性を考える．初期条件においてクラスターが N によ

らず同じ密度を保つように，初期クラスターの半径を 7 ×
√
N/100と定める．(i) vortex

(χ = 0.3, ωo = 1.0) と (ii) polarized school (χ = 0, ωo = 3.0) を対象としたとき，

図 114(a),(b)に示すように，クラスターは 50 ≲ N ≲ 200では比較的安定で，4 ≲ N ≲ 50

または N ≳ 200では分裂が起こりやすくなる．例えば，N ≳ 200のクラスターが分裂し

た場合，50 ≲ N ≲ 200のクラスターとなれば安定し，4 ≲ N ≲ 50のクラスターとなれ

ば，さらに分裂して他のクラスターに融合するか，そのまま遠ざかっていくか，など複雑

なクラスターの時間発展過程をたどる．このようなカオス的時間発展から統計的な情報を

得るのは難しい．このような不安定性はモデルの詳細によらず，系の 2次元性からくる特

有な現象であると考えられている [131,132]．実際，3次元では各個体の前後左右上下に個

体がいるため，相互作用により渦は安定しやすい傾向にあるが [137,144]，2次元では渦を

保つためには前後左右にしか相手がいないため，相互作用によって安定化しにくい．
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また，クラスターのサイズを慣性半径

Rg(t) =

√√√√ 1

N

N∑
i

c2i (t), (186)

の時間平均を用いて定量化した．ここで，ci(t) = ri(t) − rG(t)はクラスターの重心から

の個体の相対位置である．図 114(c)に示すように，N ≲ 90では Rg はほとんど一定であ

るが，N ≳ 90では N の増加に伴って Rg が増加する．

10.3.4 polarized schoolの初期条件依存性

最後に polarized school の初期条件依存性について述べる．図 112(c) に示すように

polarized school，turningや unsteady aggregationにおいて分裂がよく起こる．そこで，

この分裂が初期条件に依存するどうかを調べるために，個体の向きの揃った初期条件を

用いて検証した．位置は前の初期条件と同じだが，各個体の方位角は θi(t = 0) = 0 と

した．図 115(a)に示すように，向きの揃った初期条件ではランダムな初期条件に比べ ps

が減少し，polarized school が現れる χ ∼ 0 付近では分裂は滅多に起こらない．従って，

polarized schoolの分裂は主に初期条件における向きのランダム性によることがわかった．

一方で，中程度以上の χでは分裂が大きく抑えられていない．シミュレーションによる

とクラスター前方から分裂が生じ始める．そこで，細長いほど分裂しやすいと思われるた

めクラスターの大きさのアスペクト比の χ依存性を調べる．アスペクト比を定量化するた

めに，以下の量を考える．慣性モーメントテンソル

Iab =
∑
i

(c2i δab − ci,aci,b), (187)

図 115: 向きの揃ったクラスターと分裂の関係．(a) ωo = 3.0 での，χ の関数としての

ps，P (左軸) と Sr(右軸). ランダムな初期条件での ps がオレンジ，向きの揃った初期

条件での ps が黄色，ランダムな初期条件での P が青，向きの揃った初期条件での P が

水色，向きの揃った初期条件での Sr が紫の線で示される．(b) polarized school の場合

(χ = 0, ωo = 3.0)の初期条件の角度揺らぎ δθ の関数としての ps，P . オレンジの線が ps

青の線が P である．
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(a, b = x, y)の固有値として，主慣性モーメント

I1 =
tr I +

√
(tr I)2 − 4 det I

2
, I2 =

tr I −
√

(tr I)2 − 4 det I

2
. (188)

を得る．対応する規格化された固有ベクトルを uα (α = 1, 2) とする．ûα 方向のクラス

ターの長さを

Sα(t) =
1

N

N∑
i=1

|ci(t) · ûα(t)|, (189)

として，アスペクト比 Sr を
Sr(t) = S2(t)/S1(t). (190)

の平均値として定義する．I1 > I2より，一般に Sr > 1となる．図 115(a)は，χ = 0.2-1.0

において，クラスターが大きなアスペクト比 Sr を持っていることを示している．

さらに，polarized school(χ = 0, ωo = 3.0)に対して，初期条件のランダム性の影響を

詳しく調べた．初期条件として，方位角が θi(t = 0) ∈ [−δθ/2, δθ/2]の範囲でランダムな
場合を考える (δθは定数)．図 115(b)に示すように，polarized schoolは δθ = π程度まで

安定であり，δθ > π では分裂する確率が δθとともに大きくなる．また，polarized school

のクラスター内の個体の平均的な角度変位 Θは各個体の方位角の時間自己相関関数

Θ(δt) =
180

π

√√√√ 1

N

N∑
i=1

(δϑi(t+ δt))2, δϑi(t+δt) = {θi(t+δt)−θP (t+δt)}−{θi(t)−θP (t)}.

(191)

として定義され，図 116 にその測定結果を示す．ここで，θP (t) は配向秩序変数ベクト

ル P (t) = 1
N

∑N
i=1 ei(t) の方位角であり，δt は経過時間である．平均的な角度変位が

Θ ∼ 20◦ = π/9程度であることを考えれば，polarized schoolが不安定化する δθ = π は

十分大きな値であると言える．

図 116: polarized school の場合 (χ = 0, ωo = 3.0) の方位角の時間自己相関関数 Θ(δt)．

時間平均は t ∈ [300, 20300] の時間窓で行われた．経過時間 δt ≳ 5 で Θ ∼ 20◦ に収束す

る．
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10.4 視覚の遮蔽効果とトポロジカル相互作用

10.4.1 クラスター中の視覚情報

本節では，個体数 N = 100のクラスター内での各個体の視野を占める像の具体的な状態

について解析する．まず，それらを特徴づける量を定義する．視野全体の内，像に占めら

れた視野角度の割合 (占有率)を次のように定義する．

pv(t) =
1

N

N∑
i=1

(
1

Nb

Nb∑
µ=1

δi,µ(t)

)
, (192)

ここで，δi,µ(t)は個体 iの µ番目のビンが像で占められているときに 1となり，それ以外

ではゼロとなる関数である．また，自身の目から像までの平均距離を

dv(t) =
1

N

N∑
i=1

(∑Nb

µ=1 δi,µ(t)ri,µ(t)∑Nb

µ=1 δi,µ(t)

)
(193)

とする．ここで，ri,µ は µ 番目のビンの像の鉛直角直径から測定される像までの距離

(式 (166))である．加えて，像との最短距離

dmin(t) =
1

N

N∑
i=1

min
µ=1,··· ,Nb

ri,µ(t). (194)

も測定する．前節までと同様に，これらの量の平均値を pv, dv，dmin と書く．

図 117(a)に示すように (iii) swarm, (i) vortex, (ii) polarized school/(iv) turningの順

で，pv はより大きく，dv と dmin はより小さくなる．特に，像までの平均距離 dv は (i)で

は re = 2 ，(ii)/(iv)では ρe = 1といった力の平衡距離に近い値を取ることがわかる．こ

れより，視野の内，像に遮蔽されていない割合は 1−pv ∼ 0.2-0.3となるが，これは 70-151

匹のゴールデンシャイナーによる測定値 ∼ 0.2-0.4 [198] とよく一致する．

10.4.2 遮蔽効果とトポロジカル距離の関係

さらに，相手個体による遮蔽の効果を詳しく調べるため，全ての個体が視野中に占める

角度領域の内，n次近接 (nNN)の相手個体が占める角度の割合として相対占有率 pn を次

のように定義する：µ番目のビンが nNNの像によって占められている場合に δ
(n)
i,µ = 1，そ

れ以外では δ
(n)
i,µ = 0となるような関数を用いて

pn(t) =
1

N

N∑
i=1

(∑Nb

µ=1 δ
(n)
i,µ (t)∑Nb

µ=1 δi,µ(t)

)
, (195)

となる．ここで n をトポロジカル距離と呼ぶ．時間平均は t ∈ [300, 1300] とした．

図 117(b) に示すように，定常パターン (i),(ii), (iii) では，pn は n = 99 までにほと

んどゼロに減少する．これは，一度に全ての個体を視覚的に捉えることは不可能であるこ

とを意味している．

100 個体が人工的にランダムな配置をとった場合と比較する．時間発展のシミュレー

ションの初期条件と同じく，個体は半径 7の円形領域にランダムに配置され，その向き (方
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図 117: (i) vortex (赤) (ii) polarized school (青), (iii) swarm (緑), and (iv) turning

cluster (水色)における視覚情報．R-R (オレンジ)と R-A (紫)は，それぞれランダムーラ

ンダムとランダムー整列 (本文参照)を表す．(a) 相手個体の占有率 pv, 平均距離 dv，最短

距離 dmin．エラーバーは標準偏差を表す．(b) p1 で規格化された相対占有率 pn/p1. イン

セットは n ∈ [0, 5]と n ∈ [95, 99]のトポロジカル距離での拡大図である．

位角)はランダムな場合 (ランダムーランダム)と揃っている場合 (ランダムー整列)の 2パ

ターンを用意した．これらのパターンとの比較した結果を図 117(b) に示す．人工的なラ

ンダム配置の場合は nを大きくしても pn はゼロに近づかず，一定の非ゼロの値に近づく．

特に，(iii) swarmの方が人工的ランダム配置よりも pv は小さく，dv, dmin が大きいため

(図 117(a)参照)，群れは希薄で視覚の遮蔽は起きにくいように思われるが，実際には，す

べての個体を視認することができないという結果を得た．これは，群れが希薄にも関わら

ず，引力や配向相互作用などによって，局所的に各個体の周りに相手個体が集まり，人工

的なパターンよりも視覚を遮蔽しているためと考えられる．

図 118(a)は，図 117(b)を両対数グラフで表したもので，n ≲ 10の距離では pn は直線

的に振る舞うため，pn は nのべき乗に従うと言える．一方で，図 118(b)の片対数グラフ
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図 118: 100個体のクラスターにおける視覚情報．色と集団パターンの対応は図 117と同じ

である．相対占有率 pn の (a)両対数グラフ (b)片対数グラフ．(c) 累積占有率
∑n
m=1 pm.

(d) nNNに視線が向く確率 Pϕ,n 横軸中の “no”はどの相手個体にも視線が向いていない状

態に対応する．

で示すように，大きなトポロジカル距離 (n ≳ 30)では pn は nに対して指数関数的に振る

舞う．また，図 118(c)に累積占有率
∑n
m=1 pm を示す．nを大きくすると，累積占有率は

(i)-(iii)の定常クラスターでは急速に 1に収束するが，人工的ランダムパターンではゆっく

り 1に近づく．これからも，定常クラスターでは，ランダムパターンに比べて遮蔽効果が

強いことが示される．

加えて，相手個体 nNNに視線を向けている確率 Pϕ,n，すなわち視線の角度 ϕが nNN

の像に占められたビンに存在する確率を，時間窓 t ∈ [300, 1300] において計算した．

Pϕ,n = 1の場合，視線は nNNのみに向けられていることを意味する．図 118(d)に示す

ように, 確率 Pϕ,n は nの関数として著しく減少しゼロへ向かう．また，どの相手にも視線

を向けていない確率 Pϕ,no = 1−
∑N−1
n=1 Pϕ,n を定義すると，swarmの Pϕ,no は vortexと

polarized school の Pϕ,no や swarm の Pϕ,1 よりも大きく，各個体から見てより希薄なク

ラスターであると言える．

10.4.3 相互作用とトポロジカル距離の関係

最後に，トポロジカル距離 n の個体 (nNN) がもたらす相互作用への寄与について考

える．nNN に視線が向いている瞬間の力の大きさを Fn，角速度の大きさを Ωn とし，

これらの期待値をそれぞれ ⟨Fn⟩ = FnPϕ,n, ⟨Ωn⟩ = ΩnPϕ,n とする．(F, Ω の定義は
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図 119: 相互作用のトポロジカル距離 n に対する依存性. n 次近接個体による (a) 力 Fn,

(b)加速度 Ωn, (c) ⟨Fn⟩, (d) ⟨Ωn⟩をそれぞれ示す．色と集団パターンの対応は (i) vortex

(赤) (ii) polarized school (青), (iii) swarm (緑)である．

式 (172), (174)を参照．) Fn, Ωn, ⟨Fn⟩, ⟨Ωn⟩は t ∈ [300, 800]の時間窓で測定し，25回

のシミュレーションの内，分裂の起こらなかった場合のものについて平均化した．

図 119(a) に測定結果を示す．Fn は小さい n の近傍の個体に対して斥力となり，大き

い nの遠くの個体に対しては引力となるが，引力のピークは (iii) swarm，(i) vortex，(ii)

polarized schoolの順に大きな nへとシフトしていく．これは，個体間距離 dv(図 117(a))

が (iii) swarm，(i) vortex，(ii) polarized schoolの順に小さくなることからも説明がつく．

一方，図 119(c)に示すように，期待値 ⟨Fn⟩は斥力領域からの寄与がほとんどとなる．こ
れは，遠くの個体から受ける引力の寄与はクラスター内での視覚遮蔽により小さくなり，

常に視認できる近くの相手個体からの斥力が時間的に大きな割合を占めるためである．特

に，1次近接個体からの斥力の寄与が顕著である．これはカダヤシ (mosquitofish) [77]で

は 1次近接の斥力が支配的であるという結果と一致する．また，第 5章で導入した回転魚

群のモデル [137]において，群れの中では引力が消失する観測結果を現象論的に用いたが，

本節の結果は，視覚遮蔽に起因して引力の消失が生じることを示したものと言える．角速

度 Ωn の測定結果は図 119(b)に示す．引力が主な寄与となり，その期待値 ⟨Ωn⟩も中程度
のトポロジカル距離までは概ね一定となる (図 119(d))．
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10.5 2体相互作用と 3体相互作用の力の分布

2個体，3個体の場合の相互作用による力の分布を示す．パラメタとして，群れの場合に

(i) vortexが現れる (χ, ωo) = (0.3, 1.0)を採用する．

10.5.1 力の分布の測定方法

まず，力の分布の測定方法について示す．初期条件として，2個体，3個体が半径 7の円

形領域にランダムに配置され，速さ vi = v0 およびランダムな視線の方向を持つように設

定する．シミュレーション時間は t ∈ [0, 50]とする．図 120(a)に示すように，相手個体の

相対位置は前後位置，左右位置の成分に分けられ，力も運動方向の成分とそれに垂直な成

分に分けられる．個体の数密度分布については，シミュレーション中に相手個体が各空間

ビンに見出される回数を規格化して得た．運動方向の力は運動方向の加速度 (質量は 1に

規格化しているので，加速度は力と同じ次元である)

vi(t)− vi(t−∆t)

∆t
· ei(t−∆t) (196)

として定義，測定し，旋回力は運動方向と垂直な方向の加速度成分

vi(t)− vi(t−∆t)

∆t
·R−π

2
ei(t−∆t), R−π

2
=

[
0 1
−1 0

]
. (197)

として得た (図 120(a)参照)．

10.5.2 2個体の場合の分布

2個体 (相手個体が 1個体)の場合の結果を図 120に示す．図 120(b)に示すように，数

密度分布は前後にピークを持ち，前方のピークの方が後方のピークよりも高い．これは相

手個体が後方にいる場合，後方に引き付けられる引力のため，自身の向きが回転し，分布

の裾野がより広くなるためであると考えられる．

運動方向の力の分布は，前方では負の加速度が斥力，正の加速度が引力に対応し，後方

では正の加速度が斥力，負の加速度が引力に対応する．図 120(c)に示すように，左前方，

右前方，中央後方で強い引力が生じていることが示された．力の前後非対称性は自己駆動

力に起因する．実際，図 120(d)に示すように，自己駆動力を差し引いた分布は前後対称と

なり，力 (式 (172))を前後対称とした結果である．相対速さ依存性については，図 120(e)

に示すように，相対速さが増加すると引力が増加する傾向が見られる．また，図 120(f)に

示すように，運動方向の相対角度が増加すると，後方への引力が増加する．前方への引力

は [−90◦, 90◦]の範囲でのみ強く，[−180◦,−90◦]と [90◦, 180◦]の範囲では力の符号が反転

している．これは，[−180◦,−90◦]と [90◦, 180◦]の範囲では相手が接近してくるので，斥

力を受けるためと考えられる．

旋回力は，図 120(g)に示すように，左右前方方向で強くなるが，これは式 (178)による

配向相互作用が前方で強くなることに起因する．さらに，図 120(h)より，運動方向の力と

同様に，旋回力も相対速さの増加に応じて大きくなることが示される．これは，速く動く

相手個体を注視しやすい性質により，相互作用が働いている時間が長くなり，加速を受け
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

図 120: 2体相互作用に関する空間分布．(a)相手個体 (緑の個体)の相対位置と自身 (黒の

個体) に生じる力の定義．(b) 相手個体の数密度分布．(c) 運動方向の力の分布．(d) 自己

駆動力を差し引いた運動方向の力の分布．(e)運動方向の力の相対速さ依存性．(f)運動方

向の力の運動方向の相対角度依存性．(g)旋回力の分布．(h)旋回力の相対速さ依存性．(i)

旋回力の運動方向の相対角度依存性．(b),(c),(d),(g) の中心の黒や白の矢印は力を受ける

個体自身を表す．

やすいためと考えられる．この速度依存性はゴールデンシャイナーの実験結果 [76]とも定

性的に一致する．相対角度に対する依存性については，図 120(i)に示すように，相手個体

が遠ざかる向きにある場合に旋回力が大きくなる．すなわち，相手個体が左側にいる場合

は正の相対角度，右側にいる場合は負の相対角度に対して旋回力が大きくなる．

10.5.3 3個体の場合の分布

最後に，3個体 (相手個体が 2個体)の場合の結果について示す．図 121(a)のように，数

密度の分布は，2個体の場合と同様に，後方よりも前方に大きなピークが生じる．ただし，

後方では対角位置に 2 つのピークが生じる点は異なっている．このピークの出現位置は，

ゴールデンシャイナーでの数密度分布と一致する [76]．

これを別の観点で見るために，2つの相手個体の位置を区別して，図 121(b),(c)のように

相手個体 1と相手個体 2の前後位置，左右位置を定義し，これらの関数として分布を測定
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した．このとき，図 121(d)に示すように，2つの相手個体の前後位置に対して，数密度分

布は星状のパターンをとった．このパターンの出現は，各 2個体間の距離を一定に保って，

3個体が前後に並んだ状態を好むことを意味する．実際，この数密度のピーク位置付近で

は，運動方向の力はほとんど消失しており，平衡位置に存在する (図 121(e))．また，この

ような星状パターンはゴールデンシャイナーでの実験でも観測されている [76]．3体力を

明示的に求めるために，2体相互作用を平均した分布との差分を考える．ここで，2体相互

作用を平均した力は，運動方向の力と旋回力それぞれについて 0.5× (F pairwise
1 +F pairwise

2 )

と計算される．F pairwise
1 と F pairwise

2 は相手個体 1と相手個体 2からの相互作用による力

で，平均した力は 2つの相手個体と独立に 2体相互作用をしたと仮定した場合の力に相当

する．従って，3個体での分布との差分を取ることにより，3体力が求められる．2体相互

作用を平均した力は図 121(f)のようになり，3 体力は図 121(g)のようになる．2つの相

手個体が両方とも前，または後ろにいるときの斥力が強くなること，及び，2つの相手個体

がそれぞれ前と後にいる際に，その間にとどめようとする復元力が働くことがわかる．こ

のような復元力に相当する 3体力はゴールデンシャイナーの実験でも報告されている [76]．

2つの相手個体の左右位置に対しては，図 121(h)に示すように，数密度分布は比較的狭

い範囲に集中し，ピークは分布図の中心，すなわち，相手個体との左右距離がゼロに近い

(a) (b) (c)

(d) (e) (f) (g)

(h) (i) ( j) (k)

図 121: 3体相互作用に関する空間分布．(a)数密度分布．中心の白の矢印は自身の個体に

対応する．(b),(c)自身 (黒の個体)に対する相手個体 (緑とピンクの個体)の前後位置，左

右位置の関係の模式図．2 つの相手個体の前後位置に対する (d) 数密度分布，(e) 運動方

向の力，(f) 2体相互作用を平均した運動方向の力，(g)(e)と (f)の力の差分．2つの相手

個体の左右位置に対する (h)数密度分布，(i)旋回力，(j) 2体相互作用を平均した旋回力，

(k)(i)と (j)の力の差分．
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位置をとっていることを示している．従って，前後距離の数密度分布 (図 121(d)) と合わ

せて考えると，前後距離 2 BL程度を保ちながら，直線的な配置をとっていることを意味

する．一方で，ゴールデンシャイナーの実験では，左右距離の数密度分布も星状パターン

をとっており，直線ではなく，斜めに並んだ配置を好むことがわかっている [76]．また，

図 121(i)(j)はそれぞれ旋回力についての 3体相互作用と，2体相互作用による平均した力

を示しており，その差分は運動方向の力に比べると比較的小さい (図 121(k))．
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11 ボルツマン方程式による先行モデル

1.8.1 節で述べたように，自己駆動粒子のモデル，特に Vicsek 型のモデルをボルツ

マン方程式で記述する理論体系がある．次章で視覚相互作用に対するボルツマン方程

式の構築を示す前に，本章では Vicsek 型のモデルに対するボルツマン方程式に触れ

る [29–31,199–201]．

11.1 ボルツマン方程式の導入

ボルツマン方程式を導入する一つの利点は，相転移などの性質が解析的に扱いやすくな

ることにある．この方程式は個体の位置や速度の分布関数の時間発展を記述するものであ

り，相互作用としては 2体衝突による配向相互作用が導入されている [29, 199–201]．

まず，2次元の系において，各個体の位置を r = (x, y)，運動の向きを表す単位ベクトル

を e(θ) = (cos θ, sin θ)と書く．Vicsekモデルと同じく推進速度は v0 とする．このとき，

ボルツマン方程式は分布関数 f(r, θ, t)を用いて

∂f

∂t
+ v0e(θ) ·∇f = Iself [f ] + Icol[f ] (198)

と書かれる．確率分布の移流を含む時間発展を表し，右辺の第１項，第２項はそれぞれ，自

己拡散による方向転換および配向相互作用の効果を表す．ここで，分布関数の角度積分は

数密度

ρ(r, t) =

∫ π

−π
dθf(r, θ, t) (199)

を与え，速度の期待値は

w(r, t) =

∫ π

−π
dθv0e(θ)f(r, θ, t) (200)

となる．式 (198)を角度について積分すると

∂ρ

∂t
+∇ ·w =

∫ π

−π
dθ (Iself [f ] + Icol[f ]) (201)

となるため，連続の方程式
∂ρ

∂t
+∇ ·w = 0 (202)

を満たすために，Iself [f ] + Icol[f ]の角度積分はゼロになることが要請される．

11.1.1 自己拡散項

Iself [f ]は自己拡散による運動の向きの変化を表す項であり，

Iself [f ] = −sf(r, θ, t) + s

∫ π

−π
dθ′p(θ − θ′)f(r, θ′, t) (203)

の形で与えられる．ここで sは自己拡散による方向転換が生じる単位時間あたりの確率で

あり，Vicsekモデルのタイムステップの逆数に対応する．p(θ)は 1 回の方向転換における
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角度の変化量の確率分布であり，wrapped Gauss分布や von Mises分布のような周期関数

が用いられる．式 (203)の右辺第 1項 (流出項)は，位置 rにいる個体が角度 θから他の角

度へ，自己拡散により遷移する割合を表す．一方で，第 2項 (流入項)は個体が角度 θ′ から

θへ，確率分布 p(θ− θ′)に従い遷移する割合を表す．ちなみに，
∫ π
−π dθIself [f ] = 0となる

ので，自己拡散による角度の流出・流入は全体ではゼロになっていることが確かめられる．

11.1.2 2体衝突項

次に，Icol[f ]は局所的な 2体衝突による配向相互作用を表す項である．各個体は配向相

互作用の円形領域を備えているとし，その半径を d0 とする．位置 r において，e(θ)の方

向に進む個体と e(θ′)の方向に進む個体との相互作用 (衝突)を考える．e(θ)の方向に進む

個体が，e(θ′) の方向に進む個体に対して単位時間あたりに掃く相互作用領域の断面積は

2d0 × v0|e(θ)− e(θ′)|である．従って，e(θ)の方向に進む個体の単位時間あたりの衝突確

率は 2d0v0|e(θ)− e(θ′)|f(r, θ′)である．よって，Icol[f ]の表式は

Icol[f ] = −
∫ π

−π
dθ′2d0v0|e(θ)− e(θ′)|f(r, θ, t)f(r, θ′, t) (204)

+

∫ π

−π
dθ1

∫ π

−π
dθ22d0v0|e(θ1)− e(θ2)|f(r, θ1, t)f(r, θ2, t)p̂(θ − ϑ(θ1, θ2))

である．右辺第 1 項 (流出項) は，衝突により角度 θ の個体が他の角度へ遷移する割

合を表す．一方で，第 2 項 (流入項) は，角度 θ1 と角度 θ2 の個体の衝突によりどちら

かが角度 θ に遷移する割合を表す．配向相互作用では角度 θ1 と角度 θ2 の個体が角度

ϑ(θ1, θ2) = arg(eiθ1 + eiθ2) に変化する．これは θ1 と θ2 の間の中心の角度に対応する．

また，p̂(θ)は方向転換の確率分布であり，配向相互作用にノイズが加わることを表現する．

11.1.3 ボルツマン方程式の適用条件

方程式 (198)の適用条件について述べる．ボルツマン方程式を導入する前提条件として，

密度が希薄なために 2体衝突のみが起こり，三体以上が同時に衝突する状況は起こらない

仮定が置かれる．このモデルの場合，基準密度 ρ0 (分布関数が一様状態になった場合の一

様密度)に対して，個体間の平均的な距離は 1/
√
ρ0 であり，この距離が相互作用の特徴的

な長さ d0 より十分大きければ良いので，
√
ρ0d0 ≪ 1が適用条件となる．

この希薄条件のために，相互作用領域に複数の相手個体が存在することはほとんどなく，

相互作用距離 d0 を考慮した非局所な相互作用を考える必要はなくなる．そのため，相互作

用距離 d0 は散乱弾面積として遷移確率に取り込まれ，実質的に位置 r での局所 2体衝突

として扱うことができる．

11.2 ボルツマン方程式の線形安定性解析

方程式 (198)に線形安定性解析を施すことで，流体方程式や秩序の発生の転移密度を導

出することができる．先行研究により得られた流体方程式のみを記し，その導出過程であ

る線形安定性解析の詳細は本研究でのモデルで用いた手法と重なる部分も多いため省く．

ボルツマン方程式から得られた流体方程式は，速度の期待値w を巨視的な流体の速度とみ
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なして

∂w

∂t
+ γ(w ·∇)w = (µ− ξw2)w − v20

2
∇ρ+

κ

2
∇w2 + ν∆w (205)

−κ(∇ ·w)w + λ∇ρ · (∇w + (∇w)T )− λ(∇ ·w)∇ρ

となる．γ, µ, ξ, κ, ν, λは定数であるが，特に後ほど重要となる µについては

µ =
8

π
ρ0d0v0

(
2πp̂1 −

2

3

)
− s(1− 2πp1) (206)

と書かれる．p1 と p̂1 はそれぞれ確率分布 p(θ)と p̂(θ)の 1モードのフーリエ成分である．

これより，一様な定常状態からの秩序の発生を考える．ρ,w の空間微分，時間微分はゼ

ロになるため，式 (205)は
(µ− ξw2)w = 0 (207)

となる．無秩序状態を表す w = 0の一様な自明解以外に解が現れるのは，ξ は正の定数で

あることを考慮すると，µ > 0の場合である．すなわち，速度の期待値が w =
√
µ/ξ とい

う大きさを持つことから，これは配向秩序が発生した状況に対応する．µは密度 ρ0 の増加

関数であるため，密度が大きくなるほど配向秩序も大きくなるという結果が得られる．ま

た，条件 µ = 0が秩序発生の転移点を導く方程式となり，それを解くことで転移密度

ρ0,tr =
πs

8d0v0

1− 2πp1

2πp̂1 − 2
3

(208)

を得る．

147



12 視覚相互作用のボルツマンアプローチによる定式化

この章の結果は本研究に関する著者らの論文 [202] に基づく．(S. Ito and N. Uchida,

Boltzmann approach to collective motion via nonlocal visual interaction, Phys. Rev. E

111, 044411 (2025). doi:10.1103/PhysRevE.111.044411より許可を得て図表を転載．)

この章では，視覚を介した相互作用を行う集団に対するボルツマン方程式を導出し，視

覚相互作用の解析的な性質を研究する．最近の実験 [112]により，魚は相手個体を逐次的

に 1個体ずつ選択して相互作用することが示唆された．これにより，ボルツマン方程式の

前提条件である 2体相互作用の仮定が視覚相互作用の範疇にまで拡張可能であろうという

動機から本研究は進められた．本研究では，手前の個体が後方の個体を視覚的に遮蔽する

こと (遮蔽効果)は本質的に多体相互作用だが，これを近似的に 2体相互作用として扱う手

法を確立する．

12.1 モデルの導出

本モデルでは，2次元の系を扱う．各個体の位置を r = (x, y)，運動の向きを表す単位ベ

クトルを e(θ) = (cos θ, sin θ)とし，推進の速さは v0 で一定とする．視覚情報を扱うため

に，個体には大きさを設け，直径Dの円形個体と定める (図 122)．ボルツマン方程式の構

成は，先行モデルの式 (198)2体衝突の項 Icol が，視覚相互作用由来の項に変更されること

を除いて同様である：

∂f

∂t
+ v0e(θ) ·∇f = Iself [f ] + Ivis[f ] (209)

図 122: 本モデルの模式図．左図では連続体表示により，個体の雲が密度場 ρ(r, t)として

表示され，右図はその一部を拡大した様子である．各個体は直径 D の円形個体で，速度

v0e(θ)で運動する．中心の個体は視認できる相手個体のうち 1個体を逐次的に選択し配向

相互作用をする．灰色の個体は視覚遮蔽の効果により中心の個体からは視認できない個体

を示す．
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Iself [f ] = −sf(r, θ, t) + s

∫ π

−π
dθ′p(θ − θ′)f(r, θ′, t) (210)

Ivis[f ] = −c
∫

d2r′
∫ π

−π
dθ′G(r, r′ − r, t)Γ(|r′ − r|, θ′ − θ) (211)

×f(r, θ, t)f(r′, θ′, t)

+c

∫
d2r′

∫ π

−π
dθ1

∫ π

−π
dθ2G(r, r

′ − r, t)Γ(|r′ − r|, θ2 − θ1)

×f(r, θ1, t)f(r′, θ2, t)p̂(θ − ϑ(θ1, θ2))

となる．

自己拡散項 Iself は先行モデルと同じものだが，具体的な計算を進めるために方向転換の

確率分布には von Mises分布 p(θ) = eκ cos θ/(2πI0(κ))を用いる．ここで κは分布の鋭さ

のパラメタ，In=0,1,···(κ)は第 1種変形ベッセル関数 (式 (155))である．ただし後に示す

ように，本モデルによる解析結果の定性的な性質は確率分布の関数形には依存しない．

続いて，視覚相互作用の項 Ivisについて述べる．2体衝突項 Icolと大きく異なる点は空間

積分が含まれていることである．位置 r にいる個体が，位置 r′ にいる相手個体を視認し，

視覚を介した配向相互作用を行うため，空間積分を用いる．式 (211)の右辺第 1項 (流出

項)は，位置と角度を (r, θ)に持つ個体が (r′, θ′)の相手個体を視認し，角度 θ から他の角

度に遷移する割合を表す．一方で，第 2項は (r, θ1)の個体が (r′, θ2)の相手個体を視認し，

角度 ϑ(θ1, θ2) = arg(eiθ1 + eiθ2)に遷移する割合を表す．ただし p̂(θ) = eκ̂ cos θ/(2πI0(κ̂))

は方向転換の確率分布であり，von Mises分布を用いる．これらの単位時間あたりの遷移

確率は c，G(r,R, t)，Γ(|R|, ψ) に依存している．c は視認による配向相互作用が生じる
単位時間あたりの基準の遷移確率である．視認の確率は以下のような要因により低下す

る．視覚遮蔽による幾何的な要因で相手個体を視認できなくなることや，相手との距離

|R| = |r′ − r|が大きくなり，視力の問題で視認できなくなること [95]，あるいは，配向相

互作用が相手との角度差に依存すること (その角度差を ψ = θ′ − θ と書く) [78]が考えら

れる．従って遷移確率の内，G(r,R, t)を視覚の遮蔽効果を担う関数，Γ(|R|, ψ)を魚の内
在的性質に由来する関数と定義する．以下ではこれらの関数の導出を行う．

12.1.1 遮蔽効果因子

遮蔽効果因子 G(r,R, t)の導出を行う． 3.4.1で述べたように，視力の分解能には神経

節細胞の数に依存する限界が存在するため [95]，その分解能角度を Φとする (図 123)．相

図 123: ΦG(r,R)の模式図．位置 r の黒の個体が，視線を相対位置 Rの方向に向けてい

る．このとき，分解能角度 Φの内，青，緑，紫の個体によって遮蔽されなかった総計の角

度が ΦG(r,R)となる．
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対位置の単位ベクトル R̂ = R/R を向く視線の周りに角度分解能の幅を持った角度領域

を設け，その内側では各相手個体を判別することができないとする．このとき，角度幅

ΦG(r,R, t)を分解能角度 Φの内，距離 Rまでにいる相手個体の像に占められていない角

度領域と定める (図 123)．遮蔽効果因子G(r,R, t)は位置 rにいる個体が位置 r+Rにい

る相手を視認できる確率と定義し，これは占められていない残りの角度幅 ΦG(r,R, t) の

割合となる：

G(r,R, t) =
ΦG(r,R, t)

Φ
≤ 1 (212)

従って，距離が大きくなるほど，遮蔽によって残りの角度幅 ΦG(r,R, t) は少なくなるた

め，遮蔽効果因子 G(r,R, t)は距離の減少関数となる．

ΦG(r,R, t) を導出するために満たすべき微分方程式を考える．まず，σ(r,R, t)dR を

Φの中で Rと R + dRの間の距離にいる個体により占められる角度領域の割合とすると，

ΦG(r,R, t)は微分方程式

∂

∂R
ΦG(r,R, t) = −σ(r,R, t)ΦG(r,R, t) (213)

の解となる．ここで，割合 σ(r,R, t)は位置 r+Rでの密度と，分解能角度 Φ内の距離 R

にいる個体が占める平均弧長 D(R)を用いて

σ(r,R, t) = D(R)ρ(r +R, t) (214)

と定義される．(D(R)の導出は付録 Hを参照．) 言い換えると，σ(r,R, t)は 1個体が占

める角度 D/Rとその領域にいる個体数 ρRΦdRの積を Φで割ったものである．また，ゼ

ロ距離では個体に占められた角度領域はゼロであるため境界条件 ΦG|R→0 = Φを課して，

微分方程式 (213)の解 ΦG(r,R, t)，および遮蔽効果因子 G(r,R, t)は以下のようになる．

G(r,R, t) = exp

(
−
∫ R

0

dR′D(R′)ρ(r +R′, t)

)
(215)

以上より，本質的に多体効果である遮蔽効果を密度場 ρを介して，自己無撞着な有効的 2

体相互作用として定式化することができた．

12.1.2 内在効果因子

内在効果因子 Γ(R,ψ)について述べる．Γ(R,ψ)は距離 R依存性と運動方向の角度差 ψ

に対する依存性を含み，それらは Γ(R,ψ) = B(R)K(ψ)のように積の形で含まれると仮定

する．配向相互作用を行うために相手の運動の向きを知る必要があるため，因子 B(R)は

向きを視認できる距離を反映する関数である．その視認の確率は距離の減少関数であり

B(R) = exp

(
− R2

2R2
0

)
(216)

と定義する．R0 は相手の向きを視認できる特徴的な距離である．距離依存性はガウス関

数を採用したが，これは配向相互作用の力がガウス関数としてフィッティングされること

による [78]．
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因子 K(ψ) は相手との角度差に対する嗜好性を表しており，実験データ [78] を元にす

れば，

K(ψ) =
|sinψ|{1 + a cos(2ψ)}√

(2− 2a+ a2)/4
, (217)

というように ψ に対して 2モードまでフーリエ展開した形でフィッティングされる．ここ

でK(ψ)は 1
2π

∫ π
−π dψK

2(ψ) = 1となるように規格化されている．本研究では簡単のため

最低次近似 (a = 0)を採用し
K(ψ) =

√
2|sinψ| (218)

と定める．ただし後に示すように定性的な結果はK(ψ)の具体的な形には依存しない．

12.1.3 モデルの適用条件

本モデルを適用するための粗視化の条件について述べる．限界分解能角度 Φの中で相手

個体がぼやけて見えるために，個体が粗視化され密度場として扱える条件を記す．平均の

密度 ρ0 に対して，距離 R，角度 Φの扇形領域に存在する個体数は n ∼ ρ0R
2Φ/2と見積

もられる．従って，扇形領域内の個体間距離は R ∼ 1/
√
ρ0Φとなるため，像の占める角度

は D/R ∼
√
ρ0ΦD である．この角度が Φより十分小さければ，角度幅の中で多くの個体

が存在するため，粗視化の適用条件は密度の上限 ρ0 ≪ Φ/D2 として得られる．

この条件を変形すると関係式 R ≫ D/Φ ∼ RD が得られる．1個体の像により角度幅 Φ

が占められる距離 RD = D/(2Φ) (付録 H参照)より個体間距離 Rが十分大きいことを意

味する．また 1/(ρ0D) ≫ D/Φ ≫ Rとも変形できる．1/(ρ0D)は遮蔽効果因子 G (215)

の特徴的な減衰長 Rocc (Gは遠距離では G ∼ e−ρ0DR = e−R/Rocc と近似される) に等し

いため，Rocc ≫ Rという条件にもなりうる．従って，遮蔽により Φが埋め尽くされ始め

る距離 Rocc よりは，個体間距離が十分小さいことを意味している．また Φ ≪ 1を想定し

ているため，個体の面積分率 A = ρ0π (D/2)
2 ≪ Φは 1より十分小さく，排除体積を考慮

する必要はない．

12.1.4 パラメタの設定

モデルで用いるパラメタについて述べる．

• 個体の直径は 1体長に対応し D = 1 BLとする．

• ゼブラフィッシュはおおよそ ∼2.5 Hzで運動の向きを変えるが，これは尾の運動の

振動数に対応する [192]．また，多くの魚種で定常遊泳での尾の振動数は ∼2 Hzで

あるため [44,47]，遊泳中に方向転換が生じる単位時間あたりの確率を s = 2 s−1 と

する．

• 方向転換の確率分布 p(θ)は von Mises分布を採用し，その鋭さのパラメタはゼブラ

フィッシュの実験 [192]より κ = 6とする．また p̂(θ)のパラメタに対しては先行の

自己駆動粒子モデル [192] より κ̂ = 20と定めた．

• ゼブラフィッシュやゴールデンシャイナーの視覚の角度分解能は 1.5–7◦ [95]である

ため，Φ = 7◦ を採用する．

• ラミーノーズテトラの実験より [78]，相手の向きが視認できる距離は ∼8 BL であ

るため R0 = 10 BLを採用した．ちなみに密度上限 ρ0 = Φ/D2 における個体間距
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図 124: 一様密度 ρ0 の場合の遮蔽効果因子 Gの距離 Rに対する依存性．実線はそれぞれ

ρ0 = 0.001, 0.01, 0.03, 0.05, 0.08に対する G，灰色の破線は密度上限 ρ0 = Φ/D2 に対

する Gを示す．鉛直破線は式 (H.66)での R = RD を表す．

離は R ∼ D/Φ ≃ 8.2 BLと見積もられるため，配向相互作用が作用する範囲内にあ

ると言える．

本モデルでは 1 BLと 1secで時空間スケールを規格化する．上限密度の条件は ρ0 ≪ 0.12

となる．図 124はこれらパラメタ値に対する遮蔽効果因子 Gの関数形を示す．

12.2 線形安定性解析

本モデルのボルツマン方程式 (209)に線形安定性解析を施し，配向秩序発生による相転

移の性質を調べる．転移点を求めるための関係式を導出することが，本節での目的である．

線形安定性解析は一様な状態に摂動を加えた際に，摂動が増大するか，一様な状態に再び

戻っていくかを調べる解析手法である．分布関数を一様分布 f0 に摂動を加えた

f(r, θ, t) = f0 + δf(r, θ, t) (219)

と定義する．密度は

ρ(r, t) = 2πf0 +

∫ π

−π
dθδf(r, θ, t) = ρ0 + δρ(r, t) (220)

となる．このとき遮蔽効果因子は

G(r,R, t) ≃ exp

(
−ρ0

∫ R

0

dR′D(R′)

)
×

(
1−

∫ R

0

dR′D(R′)δρ(r +R′, t)

)
(221)

:= G0(R){1− δG(r,R, t)}
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と展開される．よって，ボルツマン方程式は摂動の 1次までを採用して

∂δf(r, θ, t)

∂t
= −v0e(θ) ·∇δf(r, θ, t) (222)

−sδf(r, θ, t) + s

∫ π

−π
dθ′p(θ − θ′)δf(r, θ′, t)

−cIf0
∫ π

−π
dθ′K(θ′ − θ)

×
{
f0

(
1− δI(r, t)

I

)
+δf(r, θ, t) +

1

I

∫
d2r′G0(|r′ − r|)B(|r′ − r|)δf(r′, θ′, t)

}
+cIf0

∫ π

−π
dθ1

∫ π

−π
dθ2K(θ2 − θ1)p̂(θ − ϑ(θ1, θ2))

×
{
f0

(
1− δI(r, t)

I

)
+δf(r, θ2, t) +

1

I

∫
d2r′G0(|r′ − r|)B(|r′ − r|)δf(r′, θ2, t)

}
となる．ここで式の整理のために K(−ψ) = K(ψ) と ϑ(θ1, θ2) = ϑ(θ2, θ1) の対称性を

用い，

I =

∫
d2RG0(R)B(R), δI(r, t) =

∫
d2RG0(R)B(R)δG(r,R, t) (223)

を定義した．

摂動の時間発展を波数モードごとに調べるために，関数 F (r, θ)のフーリエ変換を

F (r, θ) =

∫
d2q

∑
k

Fk(q)e
i(q·r+kθ), Fk(q) =

1

(2π)3

∫
d2r

∫ π

−π
dθF (r, θ)e−i(q·r+kθ)

(224)

のように定義する．k = 0,±1,±2, · · · は角度 θ に対する離散的な波数，q は空間座標 r

に対する連続的な波数ベクトルである．モード (k, q)の分布関数の摂動に対する減衰率を

Λk(q)を導入し

δf(r, θ, t) =

∫
d2q

∑
k

δfk(q)e
i(q·r+kθ)e−Λk(q)t :=

∫
d2q

∑
k

δfk(q, t)e
i(q·r+kθ)

(225)

というように分布関数が時間発展すると仮定する．従って，Λk(q) の実部が正であれば

モード (k, q)の摂動は減少するため，そのモードは一様分布の状態が安定ということにな

り，その逆であれば不安定ということを示している．(添え字のゼロは基本的に k = 0を意

味し, 例外は f0, ρ0，及びパラメタに限る)．式 (222)の各項をフーリエ展開して，減衰率

Λk(q)を得る．(計算の詳細は付録 Iを参照．) k = 1のモードの減衰率のみが負になるこ

とができ，その表式は

ReΛ1(q) = s (1− 2πp1)− 4
√
2cIf0

{
2

3
× (2πp̂1)

(
1 + Î(q)

)
− 1

}
(226)

となる．この減衰率が正から負に切り替わりゼロになる状況が秩序発生の転移点に対応す

る．q = 0で Î(q) = 1が最大値をとるため，転移は空間の長波長モードから始まることが
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示される．減衰率が負になり得るには 2πp̂1 > 3/4 でければならず，von Mises 分布であ

れば尖り度合いのパラメタが十分大きいこと，wrappedガウス分布であれば標準偏差が十

分小さいこと，いずれも分布の裾野が小さいことが要求される．言い換えると，ノイズが

大きすぎる場合は減衰率が負にならず，相転移が起こらないことを意味する．(本モデルで

用いる κ̂ = 20では 2πp̂1 = I1(κ̂)/I0(κ̂) ≃ 0.97 > 3/4 を満たす．)

12.3 相転移と転移点の解析

12.3.1 転移点の性質

基準となる相互作用確率 cに対して転移点を求める．式 (226)で q = 0の減衰率をゼロ

とすること (ReΛ1(q = 0) = 0)で転移点

ctr =
s

4
√
2If0

1− 2πp1
4
3 (2πp̂1)− 1

:=
c0

If0
(227)

を得る．定数 c0 は密度に依存しない部分をまとめたものである．sが増加するか κや κ̂が

減少すると，c0 は増加する．これはノイズが増大することで秩序相へ転移しにくくなるこ

とを意味する．転移点の表式 (227)を密度 ρ0 の関数として示したものが，図 125である．

ctrは ρ0の減少関数となっており，これは密度が大きいほど多く個体と相互作用し，小さい

相互作用確率で秩序相に至ることを意味している．ρ0 → 0では If0 → ρ0R
2
0 の漸近形よ

り，ctr ∝ 1/ρ0のスピードで漸近することが示される．本モデルの適用範囲からは逸脱する

が，仮想的に ρ0 → ∞の極限を考えると，If0 → 1/Φのため ctr は ctr → c0Φ := c∞ > 0

の非ゼロの値を取る．すなわち，多くの個体がいたとしても視覚の遮蔽効果によって視認

図 125: 転移点 ctr の密度 ρ0 依存性．青の実線が式 (227)の ctr であり，高密度極限の緑の

破線 c∞ の値に漸近していく．黒の破線は密度の上限 ρ0 = Φ/D2 ≃ 0.12に対応する．赤

の実線は遮蔽が起こらない点粒子極限での転移点 ctr|D=0 を示す．紫の破線は割合 ĉtr を

示す (右軸)．
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可能な個体数が限られるため，転移点は非ゼロの値を取る．

12.3.2 パラメタの極限での転移点の挙動

転移点の個体の大きさ RD 依存性，相互作用距離 R0 依存性を解析する．点粒子極限

RD = 0 (G = 1)について考える．この場合，式 (I.82)より If0 = ρ0R
2
0 となるため，転

移点は ctr|D=0 = c0/(ρ0R
2
0)となる．この表式は ρ0 → 0の希薄極限での転移点に一致し，

点粒子極限と希薄極限のどちらでも遮蔽効果が極限的に小さくなるため，同一の表式にな

る．また，ctr|D=0 は ρ0 → ∞においてゼロとなるため，個体の大きさがある場合の非ゼ
ロの c∞ は遮蔽効果によることが確かめられる．図 125では，点粒子極限の転移点との比

ĉtr = (ctr − ctr|D=0)/ctr も示している．密度上限 ρ0 = Φ/D2 までに ĉtr は有意な大きさ

に発展し，ρ0 → ∞の極限では ĉtr → 1に収束する．

この結果を浅い水槽 (準 2次元系)でのティラピア (O. niloticus L.)の観測データ [204]

と比較する．ティラピアの配向秩序の転移密度は 472 個体/m2 であるが，1体長が 11-15

mmのため，転移密度は ρ0=0.057-0.106 個体/BL2 と見積もられる．ただし，魚は細長い

体をしているため，遮蔽効果は本モデルの円形個体よりも小さく，円形個体に換算すれば

転移密度はより希薄になると考えられる．よって，転移密度は ρ0 ∈ [0.01, 0.1]の範囲にあ

ると言える．ρ0 = 0.01に対しては割合は ĉtr ∼ 0.1と小さいが，無視できない値をとって

いる．高密度領域側では割合はより大きくなるが，実験での密度は本モデルでの密度上限

ρ0 = Φ/D2 ≃ 0.12に近いため，高密度領域側では直接的に実験を当てはめることは難し

いかもしれない．

点粒子極限では減衰率 ReΛ1(q) を明示的に計算することもできる．式 (226) より転移

点での減衰率は

ReΛ1(q)|D=0 = s (1− 2πp1)− 4
√
2ctrIf0

{
2

3
× (2πp̂1)

(
1 + e−

q2R2
0

2

)
− 1

}
(228)

= 2s
1− 2πp1

4× (2πp̂1)− 3
× (2πp̂1)

(
1− e−

q2R2
0

2

)
> 0.

となる．よって，q > 0に対しては ReΛ1(q)|D=0 は正であるため，任意の空間波数モード

の摂動に対して一様分布が安定であることが示される．R0 > 0であれば ReΛ1(q)|D=0 が

正であることもわかるが，これは少しでも相互作用に非局所性があれば転移点で q > 0の

特定の空間モードが不安定化することはないことを意味する．

続いて，相互作用距離 R0 の極限 R0 → ∞(B = 1) を考える．If0 に含まれる空間積
分 (I.78)が直接計算可能になり，

ρ0

∫ RD

0

dRRe
−ρ0

(
Φ+ 1

ρ0R2
0

)
R2

2 → 1

Φ

(
1− e−

ρ0ΦR2
D

2

)
(229)

ρ0

∫ ∞

RD

dRRe
− R2

2R2
0 e

−ρ0ΦR2
D

{
− 3

2+2 R
RD

+ln
(

RD
R

)}
(230)

→ ρ0R
2
D

∫ ∞

1

dξξ
(
e

3
2 ξe−2ξ

)ρ0ΦR2
D

, ξ =
R

RD

= ρ0R
2
De

3
2ρ0ΦR

2
DE−1−ρ0ΦR2

D
(2ρ0ΦR

2
D)
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となる．ここで Ea(z) =
∫∞
1

dξe−zξ/ξa は一般化された指数積分である．従って，

If0 → 1

Φ

(
1− e−

ρ0ΦR2
D

2

)
+ ρ0R

2
De

3
2ρ0ΦR

2
DE−1−ρ0ΦR2

D
(2ρ0ΦR

2
D) (231)

を得る．If0 が有限の値を取るため，転移点 ctr|R0→∞ は非ゼロの値をとる．一方で，

点粒子極限の転移点 ctr|D=0 = c0/(ρ0R
2
0) は R0 → ∞ でゼロになるため，ctr|R0→∞

の非ゼロの性質は遮蔽効果によると言える．指数積分は点粒子極限 RD → 0 にお

いて，E−1−ρ0ΦR2
D
(2ρ0ΦR

2
D) → 1/(2ρ0ΦR

2
D)

2 の漸近形を取るため，If0|D=0 → ∞，
ctr|R0→∞,D=0 → 0となる．よって，相互作用距離が無限であったとしても，視覚遮蔽に

より相互作用の強さは非ゼロの値を持っていなければ秩序の発生が生じないことがわかる．

12.3.3 配向秩序変数のスケーリング則

相互作用確率の転移点からの差 c − ctr に対する配向秩序変数 P のスケーリング則を導

出する．移流項が無視できる v0 の小さい極限を考えるが，その妥当性は以下の理由に基づ

く．転移点より上の領域でもモード k ̸= ±1に対する減衰率が正を保ち続ける転移点の極

近傍の領域を考える．移流項の存在により fk±1 のカップリングの項が減衰率に入ってく

るが，k = ±1の場合，これは減衰率 Λ1(q)に O
(
v
|k|−1
0 f±1

)
のオーダーの寄与をもたら

す．従って，移流速度 v0 が十分小さければ，移流項のカップリングの影響は小さい．よっ

て，上述の cの領域の上では v0 の小さい極限において，配向秩序変数の挙動を計算するこ

とが許される．

転移点では密度は一様なので，分布関数としては空間依存性を含まない f(θ) =∑
k fke

ikθ を考える．L × L の有限の大きさを持った周期境界条件の 2 次元系を考え

れば長波長モード (q ≃ 0)は無視できるため，転移点より上の領域でも密度は一様に保た

れたまま解析することができる．このとき，ボルツマン方程式に分布関数を代入して計算

すると，

0 = −s
∑
k

fke
ikθ + s

∑
k

(2πpk)fke
ikθ − 2πcI

∑
k,k′

Kk′fk′fke
i(k+k′)θ (232)

+2πcI
∑

k,k′,k′′

(2πp̂k)Kk′fk′′fk−k′′

(
δk,−2(k′−k′′) +

2

π

(−1)k
′−k′′(−1)

k−1
2

k + 2(k′ − k′′)
δk,odd

)
eikθ

を得る．局所的な配向秩序変数ベクトル E =
∫ π
−π dθe(θ)f(θ)/ρ0 の大きさは転移点近傍

では小さいため，その大きさを ϵ ≪ 1と定める．このとき，式 (232)における分布関数の

フーリエ成分の階層的な結びつきにより，各フーリエ成分は fk = O(ϵ|k|)のオーダーと見

積もることができる．従って，ここでは f0, f±1, f±2 の成分のみを考え，O(ϵ3) のオー

ダーの項は無視する [29]．配向秩序変数を求めるためには f±1 の大きさがわかればよい．

式 (232)の両辺に e−iθ をかけて，θ で積分すると

0 = −
{
s (1− 2πp1)− 4

√
2cIf0

(
4

3
× (2πp̂1)− 1

)}
f1 −

28
√
2

15
cI(2πp̂1)f−1f2 (233)

を得る．ただし，式 (I.96), (I.98) を計算に用いた．また，同様に e−2iθ をかけて積分す

ると

0 = −

{
s (1− 2πp2) +

8
√
2

3
cIf0

}
f2 + 4

√
2cI(2πp̂2)f21 (234)
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となるため

f2 =
4
√
2cI(2πp̂2)

s (1− 2πp2) +
8
√
2

3 cIf0
f21 . (235)

を得る．式 (235) を式 (233) に代入し，転移点の式 (227) も用いて差 (c − ctr) を陽に示

せば

0 = 4
√
2

(
4

3
× (2πp̂1)− 1

)
If0f1(c− ctr) (236)

−28
√
2

15
cI(2πp̂1)×

4
√
2cI(2πp̂2)

s (1− 2πp2) +
8
√
2

3 cIf0
|f1|2f1

を得る (f−1 = f∗1 )．以上より，c− ctr 以外で登場する cを ctr に置き換えて

|f1|2 =
15
(
4
3 × (2πp̂1)− 1

) (
s (1− 2πp2) +

8
√
2

3 ctrIf0
)

28
√
2c2trIf0(2πp̂1)(2πp̂2)

f20 (c− ctr) (237)

が得られる．

配向秩序変数は

P = |E| (238)

=
1

ρ0

∣∣∣∣∫ π

−π
dθe(θ)f(θ)

∣∣∣∣
=

1

ρ0

∣∣∣∣∫ π

−π
dθ

(
eiθ + e−iθ

2
,
eiθ − e−iθ

2i

)(
f1e

iθ + f−1e
−iθ)∣∣∣∣

=
2π

ρ0
|f1|

図 126: 係数 P0(ctr) の密度 ρ0 と確率分布の鋭さ κ̂ に対する依存性．下限 κ̂ = 2.4 は

2πp̂1|κ̂=2.4 ≃ 0.754 > 3/4を満たす．黒の破線は密度の適用上限を表し，オレンジの等高

線は P0(ctr) = 1, 2, · · · , 9を示す．
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であるので，|f1|を代入して

P =

15
(
4
3 × (2πp̂1)− 1

) (
s (1− 2πp2) +

8
√
2

3 ctrIf0
)

28
√
2c2trIf0(2πp̂1)(2πp̂2)


1
2

(c−ctr)
1
2 := P0(ctr)(c−ctr)

1
2

(239)

というスケーリング則を得る．係数 P0(ctr) は ctr の減少関数となっている．図 126 に

P0(ctr)の ρ0, κ̂依存性を示す．高密度やノイズが小さい (κ̂が大きい)場合，ctr は小さく

なるため P0(ctr)が増加して急激に配向秩序が増加するようになる．

12.3.4 相転移の次数

本モデルの相転移の次数について述べる．先行研究 [29, 199]より，相転移の次数の情報

は ReΛ1 に含まることが知られている．ReΛ1 が密度に依存すれば不連続転移となり，密

度に依存しなければ連続転移となる．この事実は定性的には以下のように解釈される．不

連続転移の場合，転移点周りで無秩序状態と秩序状態の相共存状態である Vicsek バンド

が出現するが，Vicsek バンドの波長は密度に依存する．よって，Vicsek バンドの出現は

密度に依存した特定の波長 (波数モード)が不安定化に対応し，これは転移点の情報を含む

ReΛ1 が密度に依存することを意味する．一方で，連続転移は距離に依存しない相互作用

のモデル (メトリックフリーのモデル)で確認されており，転移点周りでバンド構造は出現

せず，連続的に密度一様のまま秩序状態へ移行していく．言い換えると，相互作用に特徴

的な長さが存在しないため，ReΛ1 にも空間次元を含む密度など空間スケールを特徴づけ

る量が含まれないと言える．

本モデルでは ∂Λ1/∂ρ0 ̸= 0であるため，本質的に不連続転移である．よって，相転移

の性質に相互作用の非局所性は影響しない．これは非局所相互作用を持つ自己駆動粒子モ

デルの Vicsek モデルが不連続転移である [203] ことからも妥当な結果である．ちなみに

Vicsekモデル以外にも非局所な斥力相互作用を持つネマチック系においても不連続転移が

確認されている [201]．ただし，高密度の極限では ReΛ1 の密度依存性を担う If0 が定数
1/Φに漸近していくため，密度依存性は小さくなり連続転移に近づいていくと考えられる．

高密度の状態では視覚相互作用は遮蔽効果により，近傍の個体とのメトリックフリーのト

ポロジカル相互作用に近くなることからも定性的に説明できる．また上節で示したように，

移流項が小さい極限ではほとんど連続転移として扱うことができる．これは局所 2体衝突

モデルに比べ，相互作用が非局所であるために空間的な揺らぎが抑制されやすく，ほとん

ど一様密度のまま秩序相へ移行していくことに由来すると考えられる．

12.4 局所 2体衝突モデルへの極限

最後に，局所 2体衝突モデルが本モデルの極限的な状態として含まれることを示す．

12.4.1 局所 2体衝突モデルでのK(ψ)

極限対応を行う前に，本モデルで用いた K(ψ)は局所モデルで用いられたものと異なる

ため，後者の場合の線形安定性解析について示す．先行モデルの式 (204)より角度依存性

の項は |e(θ′)− e(θ)| = |(cos θ′ − cos θ, sin θ′ − sin θ)| =
√
2(1− cos(θ′ − θ)) と書くこ
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とができる．従って，先行モデルではK(ψ) =
√

2(1− cosψ)を用いている．このとき，

Kk =
4

π

1

1− (2k)2
(240)

となり，減衰率の式 (I.95)に代入して

ReΛk(q) = s (1− 2πpk) + 8cIf0Wk(q) (241)

Wk(q) := 1 + Î(q) 1

1− (2k)2
(242)

−(2πp̂k)
(
1 + Î(q)

)(δk,even
1− k2

+
1

2
δk,±1 −

(−1)
k−1
2 k − 1

1− k2
δk,{±3,±5,··· }

)

を得る．Wk(q)の場合分けを行うと以下のようになる．

• k = ±1の場合，W±1(q) = 1− 1
3 Î(q)−

1
2 × (2πp̂k)

(
1 + Î(q)

)
• k が偶数の場合， Wk(q) = 1− 1

(2k)2−1 Î(q) +
1

k2−1 (2πp̂k)
(
1 + Î(q)

)
> 0

• k が奇数かつ k ̸= ±1の場合，

Wk(q) = 1− 1

(2k)2 − 1
Î(q)− (−1)

k−1
2 k − 1

k2 − 1
(2πp̂k)

(
1 + Î(q)

)
(243)

≥ 1− 1

(2k)2 − 1
Î(q)− 1

|k|+ 1
(2πp̂k)

(
1 + Î(q)

)
> 0

従って，減衰率は k = ±1のモード

ReΛ1(q) = s (1− 2πp1)− 8cIf0
{
1

3
Î(q) + 1

2
× (2πp̂1)

(
1 + Î(q)

)
− 1

}
(244)

のみが負になり得る．q = 0においては，

ReΛ1(0) = s (1− 2πp1)− 8cIf0
(
2πp̂1 −

2

3

)
(245)

となり，相転移は 2πp̂1 >
2
3 の場合に生じるとわかる．このように K(ψ)の関数形は本モ

デルの定性的な挙動には影響を与えないことがわかる．

12.4.2 局所 2体衝突モデルとの対応

局所モデルとの対応を考えるために，Ivis[f ]の内在効果因子の距離依存性を明示すると

Ivis[f ] = −c
∫

d2r′
∫ π

−π
dθ′G(r, r′ − r, t) exp

(
−|r′ − r|2

2R2
0

)
K(θ′ − θ) (246)

×f(r, θ, t)f(r′, θ′, t)

+c

∫
d2r′

∫ π

−π
dθ1

∫ π

−π
dθ2G(r, r

′ − r, t) exp

(
−|r′ − r|2

2R2
0

)
K(θ2 − θ1)

×f(r, θ1, t)f(r′, θ2, t)p̂(θ − ϑ(θ1, θ2))
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となる．一方で，局所モデルの衝突項 (204)は ccol = 2d0v0 を導入して

Icol[f ] = −ccol
∫ π

−π
dθ′K(θ′ − θ)f(r, θ, t)f(r, θ′, t) (247)

+ccol

∫ π

−π
dθ1

∫ π

−π
dθ2K(θ2 − θ1)f(r, θ1, t)f(r, θ2, t)p̂(θ − ϑ(θ1, θ2))

となる．この二つを比較すると，相互作用距離 R0 がゼロになる極限で空間依存の項

exp

(
−|r′−r|2

2R2
0

)
がデルタ関数 δ(r′ − r)になれば，Ivis[f ] → Icol[f ]に移行することがわ

かる．よって，相互作用確率 c を c = ccol/(2πR
2
0) と置き換えれば，1/(2πR2

0) をガウス

関数に押し付けて極限 R0 → 0を取ることで exp

(
−|r′−r|2

2R2
0

)/
(2πR2

0) → δ(r′ − r)を得

る．言い換えると，cR2
0 を定数に保ったまま R0 → 0の極限を取ることで局所モデルに一

致する．

この極限を減衰率 (245)に適用する．R0 → 0では If0 → ρ0R
2
0 であることを利用して，

ReΛ1(0) = s (1− 2πp1)− 8ρ0cR
2
0

(
2πp̂1 −

2

3

)
(248)

となる．ここで，c = ccol/(2πR
2
0)の置き換えを実行すると

ReΛ1(0) = s (1− 2πp1)−
8

π
ρ0
ccol
2

(
2πp̂1 −

2

3

)
(249)

を得る．ccol = 2d0v0 を代入し，ReΛ1(0) = 0から密度の転移点を求めると

ρ0,tr =
πs

8d0v0

1− 2πp1

2πp̂1 − 2
3

(250)

となる．これは局所モデルの流体方程式 (205)から得られた密度の転移点の式 (208)に一

致する．
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13 結論

集団運動は生物の普遍的な行動様式である．集団運動の物理学はここ数十年で急速に発

展し，様々な個体の間の相互作用が考えられてきた．しかし，昆虫や鳥，魚など大型生物

の神経系を介した知覚による相互作用に対しては，既存のモデルを当てはめて集団運動を

理解することが難しいという課題があった．本研究では，観測データが豊富に蓄積されて

おり，定常的で多様な集団パターンを示す魚を対象とし，群れの形成メカニズムに着目し

モデル化を行った．本研究全体を通して意識した点は，実験との定量的な比較が可能なモ

デルを構築すること，及び魚種によらず普遍的に使用できるモデルを構築することである．

このことを念頭に置き，大きく分けて 4つの研究を行った．

(I)第 5章，第 6章: 自己駆動粒子を用いた巨大魚群のモデル化．

3次元での体長の数十倍を超える巨大な回転魚群を再現するために，自己駆動粒子を用

いた新規モデルを構築した．第 4章で述べたように，自己駆動粒子の先行モデルにおいて

はいくつかの課題が存在する．回転クラスターのサイズが相互作用半径より小さいこと，

数百粒子程度の小さな系を扱いそもそもサイズに注目していないことや，相互作用に関わ

るパラメタが実験とどう対応するのか比較が困難であることが挙げられる．そこで，本研

究では以下の点を工夫した．

• 第 3章で述べた，トポロジカル相互作用，fast-startによる短時間の引力，群れの中

での引力の消失 (斥力と配向相互作用の卓越，重力感知の導入)など，群れの形成で

重要とされている実験的知見を組み込んだ．

• 引力と斥力の平衡距離や相互作用による最大到達速度など，実験で測定されている
値からパラメタが定量的に決定できるようにモデルを構築した．

• 相互作用の特徴的な距離とクラスターのサイズの長さスケールに数十倍の差異があ
るため，2種類の初期条件を用意することで，数値計算コストを抑えた．

これらの工夫により，以下の結果を得ることができた．

• 3次元で数千個から数万個の自己駆動粒子を用いて，体長の数十倍を超える回転クラ

スターを得ることができた．特に球状の回転クラスターは，自然界ではベイト・ボー

ルとして知られているが，先行研究では得られていなかった新規パターンである．

• 各個体が相互作用できる個体数Nu，引力の強度 λを変更することで，多様な集団パ

ターンを得ることができ，それらを定量的に分類した．回転パターンは Nu が小さ

く他の個体の運動変化を鋭敏に読み取り，λ が大きく fast-start によるクラスター

の表面付近の個体の方向転換が起きやすい場合によく生じる傾向があることがわ

かった．

• 回転パターンの出現する Nu, λの範囲は，実験から見積もられる Nu, λの値と比

較しても，大きなずれはない．

• 個体数と回転クラスターの射影面積の間にスケーリング則 (べき乗則)が成り立つこ

とを示した．さらに，そのべき指数が，実際の魚群で観測されているスケーリング
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則のべき指数によく一致した．この結果は，本モデルが巨大回転魚群の観測結果を

定量的に再現していることを示し，定性的パターンの再現にとどまる先行モデルと

大きく異なる点である．

• 回転クラスター内で各個体は動径方向にランダムに運動することがわかった (内径

と外径の間を行ったり来たりしている)．これは，クラスターが剛体回転する先行モ

デルと異なる点であり，自然の魚群により近い．

• 重力と垂直な向きに方向転換する効果を導入すると，円柱状の回転クラスターが出
現した．このパターンも先行モデルでは見られていない新規パターンであるが，自

然界に存在するものである．

• 遊泳の基本的なタイムスケールよりも，重力検知による方向転換のタイムスケール
が 100倍程度大きくても (すなわち重力感知の効果が弱くとも)，回転クラスターの

渦軸はほぼ鉛直方向に固定されることがわかった．

• 群れが一様に配向するパターンに対しては，重力検知の導入により，鉛直方向に伸
長した翼型のパターンも得られた．これも新規パターンである．

(II)第 8章: 振動翼を持つ遊泳モデルの構築と流体相互作用による尾ヒレの運動の同期の

検証．

逆カルマン渦による流体相互作用 (第 3章)を取り入れて，自発的に推進する振動翼モデ

ルを構築した．第 7章で述べたように，流体相互作用を導入した先行モデルでは，個体間

の距離が固定されていたり，尾の運動の位相差が固定されていたりと，運動の自由度が一

部制限されている．また，遊泳のモデルは基本的に計算コストが高く，今後の応用におい

て個体数が多い場合を検証するには低計算コストのモデルを構築する必要があった．そこ

で，本研究では以下の点を工夫した．

• 魚の尾の運動を，1つのヒンジに平板がついた振動翼であるとみなし，2次元平面上

を 1次元的に運動する遊泳モデルを考えた．

• 定常流におけるニュートン抵抗と，付加質量による非定常な慣性力を流体力として
考慮する，準定常振動翼モデルを構築した．

• アクティブな駆動力は生理学的要素 (CPG) に由来するとし，そこに発生する自然

なノイズを加え定式化した．これにより，自発的に尾運動の位相を変えつつ遊泳す

ることが可能となった．

• ほとんどのパラメタを実験事実から決定し，尾の振幅が様々な魚種の遊泳の基本振
幅 A0 に一致するようにパラメタを調整した．

これらの工夫により，以下の結果を得ることができた．

• 実験で観測されている推進速度と尾運動の振動数の線形関係やストローハル数
St ∼ 0.3など (第 2章参照)を，実験とよく一致する形で再現することができた．

• 尾運動の軌跡は体軸に対して対称的で，これは定常遊泳する魚の尾運動の性質に一
致する．

• ノイズの大きさを，重心速度，振幅，振動数の確率分布が実験結果と定性的に一致
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した．

• 2 個体が同じ方向に遊泳するとき，尾の運動が渦を介して同期することで推進方向

の距離 d∥ と尾運動の位相差 ψ の確率分布に位相差に対する周期的な依存性が出現

した．この依存性は d∥ ≲ 1の領域で強く，これは実験結果とも一致する．

• d∥ と ψ の関数としての遊泳のエネルギー散逸率 Θにも，d∥ ≲ 1の領域で位相差に

対する周期的な依存性が出現した．ψ に関する期待値 µΘ をとると，d∥ ≲ 0.5にお

いて単独遊泳時のエネルギー散逸率からの減少が見られ，渦によって遊泳に要する

エネルギーが削減されていることがわかった．

• 距離 d∥ の確率分布の時間発展から，エネルギー散逸率が減少する d∥ ≲ 0.5の領域

に自発的に向かって 2個体が接近することがわかった．このように重心位置と尾ヒ

レの自発的な運動を取り入れることで，エネルギー散逸率が減少する運動を取るこ

とを示した．

• 尾ヒレの位相の自発的な時間発展によりエネルギー散逸率が減少する一方で，最適
化はなされていないという結果を得た．これはロボットと金魚を比較した実験から

も定性的に予想されていたが，本研究では単一のモデルで初めて示すことができた．

(III)第 10章: 視覚相互作用による選択的意思決定と集団運動の再現．

視覚に関わる神経回路の特性や，視覚像に対する反応の実験結果 (第 3 章) を取り入れ

て，視線の方向が視覚刺激に従って時間発展するモデルを構築した．第 4章で述べたよう

に，視覚相互作用を導入した集団運動の先行モデルでは，視認可能な全ての個体と相互作

用する方法を採用しており，選択的意思決定は定式化されていなかった．一方で，第 9章

で述べたように，選択的意思決定の先行モデルは，少数個体に対する特定の実験結果を再

現するために現象論的に構築されたモデルとなっていた．そこで，本研究では選択的意思

決定が視覚の神経機構に基づいて行われると考え，モデルを構築した．具体的には以下の

点を工夫した．

• 他の個体の視覚情報を担う変数として，像の鉛直角直径を採用し，相対速度も加え
た．鉛直角直径は，魚が相手との距離を像の高さにより決定しているという実験結

果から採用した．相対速度は，網膜神経細胞のひとつであるアマクリン細胞の速度

検知機構の存在と魚がより速い個体を追跡するという実験結果から採用した．

• 信号強度を視蓋でのレチノトピックマップ上のポテンシャルとみなし，視線の方向
がポテンシャルの極小点に誘導されるとして定式化した．これにより，自発的に相

手個体を選択する機構が導入できた．

• 視線の方向では，視覚の限界分解能により，分解能角度内で情報が平均化されると
した．これにより，分解能角度より小さい角度幅の像からの情報を排斥する機構を

導入できた．

• 魚を平板個体で置き換え，視覚的に大きさのある個体として導入することで，簡便
に視覚情報を計算できるようにした．

• 運動学的なパラメタに加え，視覚神経に関するパラメタもさまざまな実験から直接
的に決定した．視覚情報は神経節細胞に対応するビンごとに測定され，刺激信号は
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受容野に対応する幅を持つ．

これらの工夫により，以下の結果を得ることができた．

• 選択的意思決定を検証するために，先行実験と同じく，少数の標的を追跡する状況
を設定した．これにより，実験で観測されていたような個体の位置の確率分布の分

岐現象を再現した．

• 全ての個体と相互作用する従来型のモデルとも比較を行い，選択的意思決定の機構
により，分岐現象が得られていることを明確に示した．

• 集団運動のシミュレーションでは，4 種類の定常的な集団パターンを得ることがで

きた．集団パターンの大きさは観測に基づく大きさと定性的に一致した．

• 集団運動は，少数匹での標的の追跡で用いた同じパラメタで出現し，単一のモデル
で少数匹と多数匹の特徴的な性質を再現することができた．

• 秩序変数により集団パターンを分類し，パターン相図を描くと，実験から推定され
るパラメタ値で，swarm, vortex, polarized schoolが出現した．このことは，神経

節細胞の前後非対称性が多様な集団パターンの発現に寄与していることを示唆する．

• クラスター中の個体の視野が相手個体に占められる割合を測定し，その割合が実験
値と一致することを示した．

• クラスター中の個体が視認できる相手個体のトポロジカル距離を，相互作用のない
ランダムなクラスターの場合と比較した．その結果，相互作用によって他個体が視

覚を遮蔽するように移動し，視認できる距離が小さくなることを示した．

• クラスター中の個体に作用する力をトポロジカル距離の関数として見ると，1次近接
個体に対する斥力が支配的であることがわかった．これは実験とも一致する結果で

あり，第 5章の現象論モデルのトポロジカル相互作用の起源を視覚相互作用によっ

て説明しうる結果である．

• 2,3匹の個体間の力の分布を測定したところ，2体相互作用については距離依存性，

および相対速度依存性が実験と概ね一致する結果となった．また，個体間の前後距

離を保つような復元力をもたらす 3体力を一部再現した．

(IV)第 12章: 視覚相互作用に対するボルツマン方程式の構築．

個体数が多い場合の視覚相互作用の性質を探るために，ボルツマンアプローチを用いて

連続体モデルを構築した．このモデルは，局所 2体衝突による配向相互作用のボルツマン

方程式 (第 11章)をベースとして，非局所的視覚相互作用に拡張したものである．この拡

張にあたって，本質的に多体相互作用である視覚の遮蔽効果をどのようにボルツマン方程

式で扱うかという問題があった．本研究では以下の点を工夫した．

• 限界分解能角度中では各個体が識別できず密度場 (平均場)として扱えるという発想

から，自己無撞着的に密度場を介した視覚遮蔽の効果を導出した．これにより，離

れた位置にいる相手を視認できる確率を求め，視覚の遮蔽効果を近似的に 2体相互

作用として扱う方法を確立した．

• 相手を視認する確率は視覚遮蔽の幾何学的な要因だけでなく，個体の内在的性質に
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もよる．相手個体との距離や運動方向の相対角度に対する依存性を実験結果にもと

づいて決定した．

これらの工夫により，以下の結果を得ることができた．

• 線形安定性解析を実行し，摂動の減衰率を導出した．配向秩序が発生する転移点で
は減衰率がゼロになることより，転移点上で満たすべき関係式を導出した．この関

係式から，相転移が起こるときの配向相互作用確率の値を導出した．

• 実験において魚群の配向秩序が発生する密度では，遮蔽の効果が有意に働き，転移
が起こりにくくなることを示した．

• 配向相互作用の強さを変化させたとき，本モデルは不連続転移をもたらすことを示
した．これは非局所相互作用を持つ自己駆動粒子モデルが不連続転移を引き起こす

ことからも妥当な結果である．

• 一方で，視覚相互作用の非局所性により転移の不連続性は弱まり，有限サイズの系
ではほとんど連続転移とみなせることを示し，配向秩序変数のスケーリング則を導

出した．

以上のように本研究では，複雑な知覚行動が影響する魚の相互作用を実験データに基づ

いて理解し，モデルを構築し，得られた結果を実験結果と比較するというプロセスの有用性

が明らかになった．先行モデルには実験結果の再現を目標としたモデルは少なく，本研究

のアプローチ自体が新しい成果であると考えている．今後は，視覚相互作用と流体相互作

用の観点から更なる研究を予定している．視覚相互作用の観点では，網膜での信号の選択

性や右脳左脳の情報統合により，これまで現象論的に導入していた力の分布を，純粋な視覚

刺激から導出することを試みる．流体相互作用の観点では，これまでモデル化されていな

い，流れを読み取る器官である側線による能動的流体相互作用の定式化に挑む．本研究の

アプローチは他の生物種や集団ロボットやドローンの制御にも応用可能であり [205–207]，

自律的な知覚行動による集団運動の理解に役立つと考える．
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付録

A ヒルベルト変換

ヒルベルト変換の一般的手法について述べる [208]．時間的に振動するデータ x(t) が

存在するとき，その振動の振幅 A(t) と位相 ϕ(t) を定義したい．ただし，未知関数 2 つ

A(t), ϕ(t) に対して既知関数 x(t) は 1 つのため，本来はこの 2 つを同時に求めることは

不可能である．ここでの目的は無数に考えられうる A(t)と ϕ(t)の時間発展の候補のうち，

直感的に妥当であるような A(t)と ϕ(t)を定義することである．その 1つの定義としてヒ

ルベルト変換がよく用いられる．

関数 x(t)に対してヒルベルト変換された関数 x̂(t)は次のような主値積分で定義される．

x̂(t) :=
1

π
P
∫ ∞

−∞
dτ

x(τ)

t− τ
. (A.1)

主値積分にフーリエ変換を施すと

1

π
P
∫ ∞

−∞
dτ

x(τ)

t− τ
=

1

2π

∫ ∞

−∞
dωxω

(
P
∫ ∞

−∞

dτ

π

eiωτ

t− τ

)
:=

1

2π

∫ ∞

−∞
dωxωG(t, ω) (A.2)

を得る．主値積分 G(t, ω) を計算するには ω の正負に応じて場合分けをする必要がある．

ω = 0のときは主値積分の定義に従って G(t, 0) = 0を得る．ω > 0の場合は図 127のよ

うな複素積分を実行する．留数定理より

G(t, ω > 0) + lim
ε→0

∫
小半円

dτ

π

eiωτ

t− τ
+ lim
R→∞

∫
大半円

dτ

π

eiωτ

t− τ
= 0 (A.3)

の関係式を得る．第 3項は慣例通り R → ∞でゼロになるので，第 2項のみを計算する．

εeiθ = t− τ と変数変換すれば，

G(t, ω > 0) = − lim
ε→0

∫
小半円

dτ

π

eiωτ

t− τ
= ieiωt lim

ε→0

∫ 0

π

dθ

π
e−iεωe

iθ

= −ieiωt (A.4)

図 127: ω > 0の場合の τ 平面での積分経路．実軸上の主値積分領域，t周りの半径 ε→ 0

の小半円，及び半径 R→ ∞の大半円からなる．
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となる．ω < 0の場合は小半円，大半円ともに複素平面下半分に経路をとって同様の計算

をすれば
G(t, ω < 0) = ieiωt (A.5)

を得る．従って，符号関数 sgn(◦)を導入すれば

G(t, ω) = −isgn(ω)eiωt = ei(ωt−sgn(ω)π
2 ) (A.6)

とまとめられる．

以上より，ヒルベルト変換された関数は

x̂(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dωxωe

i(ωt−sgn(ω)π
2 ) (A.7)

で求まる．つまり，フーリエ振動数が正の場合は位相を −π/2 ずらし，負の場合は
位相を π/2 ずらしたものとして x̂(t) が定義されている．例えば，x(t) = cos(ωt)

は x̂(t) = sin(|ω|t) に，x(t) = sin(|ω|t) は x̂(t) = cos(ωt) に変換される．このよ

うにヒルベルト変換を施すと位相が π/2 遅れた (進んだ) 対になる関数が出てくる．

よって，x(t) = A cos(ωt+ ϕ0) と y(t) = A sin(ωt+ ϕ0) から A =
√
x2(t) + y2(t)，

ϕ = tan−1(y(t)/x(t)) = ωt+ ϕ0 が得られるように，

A(t) =
√
x2(t) + x̂2(t) (A.8)

ϕ(t) = tan−1

(
x̂(t)

x(t)

)
(A.9)

として振幅と位相を定義する．このように振幅と位相を定義することはデータ列を

x(t) = A(t) cos(ϕ(t))，x̂(t) = A(t) sin(ϕ(t))と定義していると考えることもできる．具体

的な例として，x(t) = cos(40πt)(1 + sin(10πt)/2)(1 + sin(4πt)/2) の場合を図 128 に示

図 128: ヒルベルト変換の例．試験関数は x(t) = cos(40πt)(1 + sin(10πt)/2)(1 +

sin(4πt)/2)．
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す．x(t)に対して振幅 A(t)が包絡線状に形成されており，ヒルベルト変換の妥当性がうか

がえる．

ちなみに，数値計算でヒルベルト変換を実行する場合，式 (A.7)を直接計算するよりか

はフーリエ変換を F(◦)と定義して

x̂(t) = Im(x(t) + ix̂(t)) (A.10)

= Im
(
F−1

(
xω + ixωe

−isgn(ω)π
2

))
= Im

[
F−1 {(1 + sgn(ω))xω}

]
とすると簡単に求まる．

B 一様なトーラスの主慣性モーメント

内径が Ri，外径が Ro，質量がmの一様なトーラスの主慣性モーメントを求める．大半

径 a = (Ro+Ri)/2と小半径 b = (Ro−Ri)/2を定め，パラメタ ρ ∈ [0, b]と ϕ, ψ ∈ [0, 2π]

を用意する．このとき，トーラス内部はデカルト座標で x = (a+ ρ cosψ) cosϕ,
y = (a+ ρ cosψ) sinϕ,
z = ρ sinψ

(B.11)

と記述できる (図 129)．また，体積 V = 2π2ab2，密度 σ = m/V，ヤコビアン

J =

∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂ρ

∂x
∂ϕ

∂x
∂ψ

∂y
∂ρ

∂y
∂ϕ

∂y
∂ψ

∂z
∂ρ

∂z
∂ϕ

∂z
∂ψ

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
cosψ cosϕ −(a+ ρ cosψ) sinϕ −ρ sinψ cosϕ
cosψ sinϕ (a+ ρ cosψ) cosϕ −ρ sinψ sinϕ

sinψ 0 ρ cosψ

∣∣∣∣∣∣
= ρ(a+ ρ cosψ) (B.12)

を定める．

図 129: トーラスの断面と座標系．大半径 a，小半径 bとパラメタ ρ, ϕ, ψ を示す．

168



まず，z 軸周りの主慣性モーメント I1 は

I1 = σ

∫
トーラス

dV (x2 + y2)

= σ

∫ b

0

dρ

∫ 2π

0

dϕ

∫ 2π

0

dψρ(a+ ρ cosψ)(a+ ρ cosψ)2

= 2πσ

∫ b

0

dρ

∫ 2π

0

dψ
(
a3ρ+ 3aρ3 cos2 ψ

)
= 2π2ab2σ

(
a2 +

3b2

4

)
=
m

8

(
8a2 + 6b2

)
(B.13)

となる．ψ に関する三角関数の奇数べきの項は ψ の積分でゼロになる．続いて，x 軸，y

軸周りの主慣性モーメント I2, I3 は，系が対称的なので I2 のみ計算すると，

I2 = σ

∫
トーラス

dV (y2 + z2)

= σ

∫ b

0

dρ

∫ 2π

0

dϕ

∫ 2π

0

dψρ(a+ ρ cosψ)
[
{(a+ ρ cosψ) sinϕ}2 + (ρ sinψ)2

]
= πσ

∫ b

0

dρ

∫ 2π

0

dψ
(
a3ρ+ aρ3(2 + cos2 ψ)

)
= 2π2ab2σ

(
a2

2
+

5b2

8

)
=
m

8

(
4a2 + 5b2

)
(B.14)

となる．従って，これらの主慣性モーメントは I1 が I2, I3 より大きく，その比は

I1
I2

=
I1
I3

=
8a2 + 6b2

4a2 + 5b2
=

8 (Ro +Ri)
2
+ 6 (Ro −Ri)

2

4 (Ro +Ri)
2
+ 5 (Ro −Ri)

2 (B.15)

となる．

C 渦軸の運動による動径距離のシフト量

集団運動の回転パターンの渦軸の傾きが時間変化するとき，各粒子の動径距離がど

れだけ変化するかを計算する．図 130 に示すように，δt だけ時間が経ったとき渦軸

eM (t) = M(t)/|M(t)| が eM (t + δt) に移ったとする．このとき，eM (t) と eM (t + δt)

のなす角を δθM とする．δtは微小のため，この間に粒子は変化しないと仮定すると，動径

距離 c⊥(t)と c⊥(t+ δt)の関係により各粒子のシフトした距離がわかる．図 130のように

座標系を貼り，δt後の座標系は元の座標系を ϕM だけ回転させてから δθM だけ回転させ

たものとする．δt後の座標系では，回転行列の作用によって c⊥(t)と c∥(t)が以下のよう

に変換される．1 0 0
0 cos δθM sin δθM
0 − sin δθM cos δθM

 cosϕM sinϕM 0
− sinϕM cosϕM 0

0 0 1

 0
c⊥(t)
c∥(t)

 (C.16)

=

 c⊥(t) sinϕM
c⊥(t) cos δθM cosϕM + c∥(t) sin δθM
−c⊥(t) sin δθM cosϕM + c∥(t) cos δθM


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図 130: 渦軸の運動の模式図．破線の座標系が δt後の座標系である．緑のトーラスが回転

するクラスターを表し，赤の矢印がクラスター中のある粒子を表す．

この第 1成分と第 2成分から，c∥(t)を求めることができ，δθM の 2次まで展開すると以

下のようになる．

c⊥(t+ δt) (C.17)

=

[(
c⊥(t) sinϕM

)2
+
(
c⊥(t) cos δθM cosϕM + c∥(t) sin δθM

)2] 1
2

≃

[(
c⊥(t) sinϕM

)2
+

{
c⊥(t)

(
1− δθ2M

2

)
cosϕM + c∥(t)δθM

}2
] 1

2

≃ c⊥(t)

[
1 + 2

(
c∥(t)

c⊥(t)
cosϕM

)
δθM +

{(
c∥(t)

c⊥(t)

)2

− cos2 ϕM

}
δθ2M

] 1
2

≃ c⊥(t)

[
1 +

(
c∥(t)

c⊥(t)
cosϕM

)
δθM +

1

2

{(
c∥(t)

c⊥(t)

)2

sin2 ϕM − cos2 ϕM

}
δθ2M

]

よって，c⊥(t+ δt)/c⊥(t)は δθM の 1次の項から c∥(t)/c⊥(t)が大きいほど 1からずれる

ことがわかる．仮に ϕM = ±π/2で δθM の 1次の項がゼロになったとしても，δθM の 2

次の項に同様のシフト傾向が残る．従って，同じ外径と内径を持つクラスターでも，高さ

のあるクラスターほど動径距離の見かけのシフト量が大きくなることが主張される．

D 回転する円柱状クラスターの回転秩序変数

高さ h，半径 a の一様な密度の円柱に対して円柱座標系を張る．各粒子は位置 c =

crer + czez で一定の速度 v = vrer + vϕeϕ で回転しているとする．式 (4)を連続体化す

170



れば，この系の回転秩序変数は

M =
1

πa2h

∣∣∣∣∫
円柱

dV
c× v

|c||v|

∣∣∣∣
=

1

πa2h

∣∣∣∣∣∣
∫ a

0

crdcr

∫ 2π

0

dϕ

∫ h
2

−h
2

dcz
−czvϕer + czvreϕ + crvϕez√

c2r + c2z

√
v2r + v2ϕ

∣∣∣∣∣∣ (D.18)

となる．積分の中身の第 1,2項は cz の積分で消えるので，実質的には

M =
1√

1 +
(
vr
vϕ

)2 2

a2h

∫ a

0

crdcr

∫ h
2

−h
2

dcz
cr√
c2r + c2z

:= w(vr, vϕ)Ψ(a, h) (D.19)

の Ψ(a, h)を計算する．α = cz/cr を導入して

Ψ(a, h) =
2

a2h

∫ a

0

c2rdcr

∫ h
2cr

− h
2cr

dα√
1 + α2

=
4

a2h

∫ a

0

dcrc
2
r sinh

−1

(
h

2cr

)
(D.20)

さらに，β = h/2cr, q = h/2aを導入して部分積分すると，

Ψ(q) = 2q2
∫ ∞

q

dβ

β4
sinh−1 β = 2q2

− ln
(
β +

√
1 + β2

)
3β3

∞

q

+

∫ ∞

q

dβ

3β3
√

1 + β2


(D.21)

ただし sinh−1 β = ln
(
β +

√
1 + β2

)
を使用した．β = tan γ と置いて第 2項の積分を整

理すると∫ ∞

q

dβ

3β
√

1 + β2
=

∫ π
2

tan−1 q

dγ

3 tan3 γ cos γ
=

∫ π
2

tan−1 q

dγ

3 sin γ

(
1

sin2 γ
− 1

)
(D.22)

と sin のみの積分になるので，sin のべき乗の積分公式を用いて積分可能になる．γ =

tan−1 β を用いて β の式に直して式 (D.21)に戻れば

Ψ(q) = 2q2

− ln
(
β +

√
1 + β2

)
3β3

−
√

1 + β2

6β2
+

1

6
ln

(
1 +

√
1 + β2

β

)∞

q

=
1

3q

{
q
√
1 + q2 + 2 ln

(
q +

√
1 + q2

)
+ q3 ln

(
q

1 +
√
1 + q2

)}
(D.23)

を得る．高さ hがゼロの極限では，q → 0で Ψ(q) → (q+2q+0)/3q = 1となり，円板状

のクラスターでは回転秩序変数が最大になることに対応している．あるいは，高さ hが無

限大の極限では q → ∞で Ψ(q) → (q2 + 2 ln(2q) − q2)/3q = 0となり，これは棒状のク

ラスターでは回転秩序変数がゼロになることを意味する．

E 2次元楕円柱の付加質量

理想流体中で振動する無限に長い楕円柱 (2 次元楕円柱) の付加質量を計算する [153]．

これは楕円柱にかかる力を求め，それを楕円柱の加速度で割ることで求まる．図 131(a)の
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ように，半長軸 a，半短軸 bの 2次元楕円柱が x軸と平行に A sinωtで振動している状況

を考える．ただし渦度ゼロのポテンシャル流を仮定するため，微小振動 A ≪ b を要請す

る [39]．この運動を解析するために楕円座標系 (α, β)を張る (図 131(b)，(c))．デカルト

座標との関係は
x = c coshα cosβ, y = c sinhα sinβ (E.24)

となる．ただし c =
√
a2 − b2 は焦点距離である．楕円柱の表面は (ゼロ次近似では)

x = a cosβ, y = b sinβ (E.25)

と表されなければならないので，

coshα0 =
a

c
, sinhα0 =

b

c
(E.26)

となるような α = α0 が楕円柱表面の α 座標の値となる．続いて，楕円座標の基底は

r = (x, y)を微分して

eα =
∂r

∂α
= (c sinhα cosβ, c coshα sinβ), (E.27)

eβ =
∂r

∂β
= (−c coshα sinβ, c sinhα cosβ) (E.28)

である．これより計量テンソルは，

gµν = eµ · eν = γ2δµν , γ
2 = c2(cosh2 α− cos2 β), gµν = γ−2δµν (E.29)

となる (µ, ν, · · · = α, β)．また，計量テンソルの行列式は g = det(gµν) = γ4 となる．線

素は
ds =

√
gµνdxµdxν = γ

√
dα2 + dβ2 (E.30)

である．

続いて，流体場の解析を行う．微小振動条件 A≪ bの元では，楕円柱の周りの流体場は

渦なし場∇× v = 0とみなせるので，

v = ∇ϕ (E.31)

となるようなポテンシャル関数 ϕが存在する [39]．さらに，流体の非圧縮性 (∇ · v = 0)

も仮定すれば，ポテンシャル関数はラプラス方程式

∆ϕ = 0 (E.32)

を解くことで求まる．楕円座標系においては，ラプラシアンは共変微分 Dµ を用いて

DµDµϕ =
1
√
g
∂µ(

√
ggµν∂νϕ) = γ−2∂µ∂

µϕ (E.33)

となるので (アインシュタインの和の規約を用いている)，

(∂2α + ∂2β)ϕ = 0 (E.34)

を解けばよい．
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(b)

(c)

(a)

図 131: 楕円座標．(a)振動 2次元楕円体 (青色)のセットアップ．(b)α座標．(c)β 座標．

このラプラス方程式を解くために境界条件を要請する．ひとつは無限遠では静止流体に

なることを要請する．
lim
α→∞

ϕ(α, β) = const. (E.35)

もうひとつは，理想流体なので楕円柱の表面に垂直な成分の速度は楕円柱の運動速度に等

しくなることより，
n ·∇ϕ(α0, β) = n · exAω cosωt (E.36)

を要請する (nは楕円柱表面の単位法線ベクトル)．n = eα/|eα| = γ−1eα であるので

n ·∇ = γ−1eα · (eµ∂µ) = γ−1∂α (E.37)

(eµ · eν = gνλeµ · eλ = gνλgµλ = δνµ)及び，式 (E.27)，(E.26)より

n · ex = γ−1eα · ex = γ−1c sinhα0 cosβ = γ−1b cosβ (E.38)

となるから，式 (E.36)の境界条件は

∂αϕ(α0, β) = bAω cosβ cosωt (E.39)

と整理される．

式 (E.35)，(E.39)の境界条件を元にラプラス方程式を解く．ラプラス方程式の両辺を α

で微分して，式 (E.39)を用いると

∂3αϕ(α0, β) + ∂2β∂aϕ(α0, β) = 0,

∴ ∂3αϕ(α0, β) = bAω cosβ cosωt (E.40)

となり，ϕを αで 1回微分しても，3回微分しても変わらないことを意味するので

ϕ(α, β) = bAωe±(α−α0) cosβ cosωt (E.41)
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でなければならない．加えて，式 (E.35)より α→ ∞で ϕは収束する必要があるため，負

符号が選択され
ϕ(α, β) = bAωeα0−α cosβ cosωt (E.42)

が解となる．

続いて，楕円柱にかかる力を求めるために表面での応力 (圧力)を求める．理想流体なの

でベルヌーイの定理 [39]が使えて

p(α0, β) = −ρw
∂ϕ(α0, β)

∂t
− ρw

2
v2(α0, β) = ρwbAω

2 cosβ sinωt− ρw
2
v2(α0, β) (E.43)

として圧力がわかる (ρw は水の密度)．ここで，流体の運動エネルギーの項は楕円柱表面で

積分したとき，ダランベールのパラドクスより消滅するので [39] v(α0, β)は計算しなくて

もよい．よって，楕円柱にかかる単位長さあたりの力の x成分は (y成分は系の対称性から

ゼロである)，

Fx = −
∫
柱表面

p(α0, β)n · exds = −ρwb2Aω2 sinωt

∫ π

−π
cos2 βdβ = −ρwπb2Aω2 sinωt

(E.44)

となる．(ちなみに，v(α0, β) の成分は β の三角関数に比例するので，流体の運動エネル

ギーの項は 2つの三角関数の積から構成される．従って，表面積分中では 3つの三角関数

が現れて消滅することからダランベールのパラドクスが確かめられる．) 最後に，この力

を楕円柱の加速度 −Aω2 sinωtで割って単位長さあたりの付加質量は

me = ρwπb
2 (E.45)

となり，半短軸 bのみに依存する．

F ペア遊泳時のエネルギー散逸率における横縞状の位相差依存性

図 89におけるエネルギー散逸率 Θの横縞状の位相差依存性について説明する．単独遊

泳の場合，位相の確率分布は図 86より

P (ϕ) ≈ 1

2π
+ ϵ cos(2ϕ+ γP ) (F.46)

と近似的に表すことができる．ここで ϵ ∼ O(10−3)と γP は定数である. 図 87からエネ

ルギー散逸率 Θ(ϕ)も近似的に

Θ(ϕ) ≈ Θ0 + E cos(2ϕ− γΘ) (F.47)

と表される．ここで Θ0 ∼ O(10−1), E ∼ O(1), γΘ は定数である．このとき，エネルギー

散逸率の期待値 µΘ はその定義式 (146)から

µΘ = Θ0 + πEϵ cos(γP + γΘ) ∼ O(10−2) > 0, (F.48)

と見積もられる (cos(γP + γΘ)は負の値である)．これは図 87のインセットでの µΘ の値

に一致する．

続いて，流体相互作用がない場合 (CΓ = 0)のペア遊泳における位相差 ψ = ϕ1 − ϕ2 の

確率分布を求める．確率分布は 2 匹の距離に依存しないので P̃ (ψ) := P (ψ; d∥) と書く．
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ϕ1 と ϕ2 の対称性，言い換えれば ψ と −ψ の対称性を用いて，ϕ1 と ϕ2 の同時分布を以下

のように変形する．

P (ϕ1)P (ϕ2) = P (ϕ1)
1

2
(P (ϕ1 + ψ) + P (ϕ1 − ψ)) =: P (ϕ1, ψ). (F.49)

ϕ1 ∈ [−π, π]で P (ϕ1, ψ)積分すると，位相差の確率分布

P̃ (ψ) =
1

2π
+ πϵ2 cos 2ψ. (F.50)

を得る．従って，これは確率分布 P (ψ; d∥)にも横縞状の位相差依存性が現れることを意味

するが，ϵ2 ∼ O(10−6)のため極めて小さいことがわかる．実際，図 88では観測されてい

ない．

流体相互作用がない場合のエネルギー散逸率 Θ̃(ψ) := Θ(ψ, d∥) を計算する．ψ が与え

られたときの ϕ1 の条件付き確率は P (ϕ1, ψ)/P̃ (ψ),であるため

Θ̃(ψ) =

∫ π

−π
dϕ1Θ(ϕ1)

P (ϕ1, ψ)

P̃ (ψ)

= Θ0 + πEϵ cos(γP + γΘ)(1 + cos 2ψ) +O(ϵ2)

= µΘ + πEϵ cos(γP + γΘ) cos 2ψ +O(ϵ2). (F.51)

を得る．従って，Θ(ψ, d∥)は期待値 µΘ からの cos 2ψ に比例するようなずれを持つことに

なり，これが図 89における横縞状の位相差依存性に対応する．また，エネルギー散逸率の

位相差に対する期待値は

⟨Θ⟩ =
∫ π

−π
dψΘ̃(ψ)P̃ (ψ) = µΘ +O(ϵ2), (F.52)

となるため，ほとんど µΘ に等しいことがわかる．図 90における，流体相互作用のない場

合や距離が十分大きい場合の計算結果に一致する．

G 鉛直角直径の計算手法

式 (179)の鉛直角直径 δ⊥ij(ϕ)を求めるために，距離 rij(ϕ)を導出する．そのベクトルの

関係式
rij(ϕ) = c1εi(ϕ) = rj − ri + c2ej (G.53)

を用いる．ここで，εi(ϕ) = (cos(θi + ϕ), sin(θi + ϕ))は個体 iの視線の方向の単位ベクト

ル，ej = (cos θj , sin θj)は相手個体 j の運動方向のベクトル，c1 と c2 は係数である．c1

か c2 がわかれば，rij(ϕ)が求まるため，この関係式を解くと (図 100(b)参照)[
c1
c2

]
=

1

sin(θi − θj + ϕ)

[
− sin θj cos θj

− sin(θi + ϕ) cos(θi + ϕ)

][
xj − xi
yj − yi

]
(G.54)

となる．c1 を式 (G.53)に代入して，

rij(ϕ) = |rij(ϕ)| = |c1| =
∣∣∣∣ (− sin θj , cos θj) · (rj − ri)

sin(θi − θj + ϕ)

∣∣∣∣ (G.55)

を得る．
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続いて，µ 番目のビンの中での最大鉛直角直径 δ⊥ij,µ を求める．相手個体の頭尾の端に

向かう単位ベクトルをそれぞれ eanij , eposij と定め，それらは以下のようになる (図 100(c)

参照)．

eanij =
rj − ri +

(
lb
2 − le

)
ej∣∣rj − ri +

(
lb
2 − le

)
ej
∣∣ , eposij =

rj − ri −
(
lb
2 + le

)
ej∣∣rj − ri −

(
lb
2 + le

)
ej
∣∣ (G.56)

eanij と eposij の内，自身から反時計回りに見て先に現れるベクトルを e−ij，次に現れるベク

トルを e+ij と再定義する．式で表せば (e−ij × e+ij) · ez > 0を満たすように，eanij , eposij を

e−ij , e
+
ij に再ラベル付けする．例えば，図 100(c)の場合，eanij = e−ij と eposij = e+ij となる．

この前準備の後，e±ij と ei のなす角度

ϕ±ij = sgn
(
(ei × e±ij) · ez

)
cos−1

(
ei · e±ij

)
(G.57)

を得る．ここで，sgn (◦)は符号関数である．後は，相手個体 j を含む延長線に対して直行

する単位ベクトル εi(ϕ̃) と (図 100(b) 参照)，e−ij , e+ij の関係から，最大鉛直角直径 δ⊥ij,µ

が求められる．εi(ϕ̃)は

εi(ϕ̃) = sgn
(
(eanij × eposij ) · ez

)
Rπ

2
ej , Rπ

2
=

[
0 −1
1 0

]
(G.58)

と計算される．これらのベクトルに依存した符号を抽出する量 s±ij = (εi(ϕ̃)× e±ij) · ez の
正負によって，δ⊥ij,µ を求める過程に場合分けが生じる．

• 場合 1: s+ij > 0 と s−ij < 0. この場合 εi(ϕ̃)の延長線が相手個体 j の体と交わる．

– 場合 1-1: µ番目のビンが ϕ̃ が含む場合 (ϕ̃ ∈ [ϕµ − δ
∥
b/2, ϕµ + δ

∥
b/2]の場合),

δ⊥ij,µ = δ⊥ij(ϕ̃)となる.

– case 1-2: それ以外では，δ⊥ij,µ = δ⊥ij(ϕ
′)となる．ここで，ϕ′ は ϕ̃に近い方の µ

番目のビンの端の角度である．

• case 2: s+ij > 0 と s−ij > 0. この場合 εi(ϕ̃)の延長線が相手個体 j の延長線のマイ

ナス側で交わる．

– 場合 2-1: µ番目のビンが ϕ−ij が含む場合 (相手個体のマイナス端がビンに含ま

れる場合) δ⊥ij,µ = δ⊥ij(ϕ
−
ij)となる．

– case 2-2: それ以外では，δ⊥ij,µ = δ⊥ij(ϕ
′)となる．

• case 3: s+ij < 0 と s−ij < 0. この場合 εi(ϕ̃)の延長線が相手個体 j の延長線のプラ

ス側で交わる．この場合が図 100(b),(c)で示された状況である.

– 場合 3-1: µ番目のビンが ϕ+ij が含む場合 (相手個体のプラス端がビンに含まれ

る場合) δ⊥ij,µ = δ⊥ij(ϕ
+
ij)となる．

– case 3-2: それ以外では，δ⊥ij,µ = δ⊥ij(ϕ
′)となる．
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H 個体の平均弧長 D(R)の導出

式 (214)に現れる分解能角度 Φ内の距離 R にいる個体が占める平均弧長 D(R)の導出

を行う．図 132に示すように，方位角 ϕ ∈
[
−Φ

2 ,
Φ
2

]
を導入し，D(R)を定義する：

D(R) =
1

Φ

∫ Φ
2

−Φ
2

dϕD̃(R,ϕ) (H.59)

D̃(R,ϕ)は個体の中心が (R,ϕ)に位置する場合の Φの中での弧長である．D̃(R,ϕ)の関数

形は距離 Rにより以下の場合に分けられる．

• R < D
2Φ の場合．

個体が任意の方位角 ϕをとっても，角度幅 Φは全て占められるため，その弧長は

D̃(R,ϕ) = RΦ (H.60)

となり，ϕで平均したものも
D(R) = RΦ (H.61)

となる．

• D
2Φ < R < D

Φ の場合．

個体が Φ
2 − D

2R < ϕ < −Φ
2 + D

2R をとる場合，Φは全て占められる．それ以外の場

合は Φ の中に隙間が生じる．従って，線形補間を施して D̃(R,ϕ) は以下のように

なる．

D̃(R,ϕ) =


R
(
ϕ+ Φ

2 + D
2R

) [
ϕ < Φ

2 − D
2R

]
RΦ

[
Φ
2 − D

2R < ϕ < −Φ
2 + D

2R

]
R
(
−ϕ+ Φ

2 + D
2R

) [
ϕ > −Φ

2 + D
2R

] (H.62)

これを平均化して，

D(R) = D

(
1− D

4RΦ

)
(H.63)

を得る．

• R > D
Φ の場合．

個体が任意の ϕをとったとしても Φが完全に占められることはない．−Φ
2 + D

2R <

ϕ < Φ
2 − D

2R をとる場合は，個体の両側に隙間ができる．よって

D̃(R,ϕ) =


R
(
ϕ+ Φ

2 + D
2R

) [
ϕ < −Φ

2 + D
2R

]
D

[
−Φ

2 + D
2R < ϕ < Φ

2 − D
2R

]
R
(
−ϕ+ Φ

2 + D
2R

) [
ϕ > Φ

2 − D
2R

] (H.64)

となり，平均化して

D(R) = D

(
1− D

4RΦ

)
, (H.65)

を得るが，これは式 (H.63)と同じものである．
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図 132: D̃ の模式図．左が R < D
2Φ の場合，中央が

D
2Φ < R < D

Φ の場合，右が R > D
Φ の

場合を示す．

まとめると

D(R) =

{
RΦ [R < RD]
RDΦ

(
2− RD

R

)
[R > RD],

(H.66)

を得る．ただし RD = D/(2Φ)である．R → ∞の極限では個体が完全に収まるため，D
はゼロに収束する．

I 線形安定性解析の計算

線形安定性解析により式 (222)の各項をフーリエ展開して，減衰率 Λk(q)を得る計算過

程を示す．

I.1 δf を含まない項の整理

初めに，δf を含まない項が相殺されて消滅することを示す．

− cIf0
2
(
1− δI(r, t)

I

)∫ π

−π
dθ′K(θ′ − θ) = −2πcIf0

2
(
1− δI(r, t)

I

)
K0 (I.67)

cIf0
2
(
1− δI(r, t)

I

)∫ π

−π
dθ1

∫ π

−π
dθ2K(θ2 − θ1)p̂(θ − ϑ(θ1, θ2)) (I.68)

の二項が相殺されることを以下で示す．相殺されるためには式 (I.68)の積分項が 2πK0 に

等しいことが示されればよい．

ボルツマン方程式の中では ϑ(θ1, θ2)は arg(eiθ1 + eiθ2)と定めていたが，フーリエ変換

を偏角演算 arg(◦)に対して正しく行うためには規格化が必要である．すなわち，

ϑ(θ1, θ2) = arg

(
eiθ1 + eiθ2∣∣2 cos( θ2−θ12

)∣∣
)

(I.69)

と再定義する．このとき，式 (I.68)の積分項は，∫ π

−π
dθ1

∫ π

−π
dθ2K(θ2 − θ1)p̂(θ − ϑ(θ1, θ2)) (I.70)

=

∫ π

−π
dθ1

∫ π

−π
dθ2

∑
k

Kke
ik(θ2−θ1)

∑
k′

p̂k′e
ik′(θ−ϑ(θ1,θ2))

=

∫ π

−π
dθ1

∫ π

−π
dθ2

∑
k

Kke
ik(θ2−θ1)

∑
k′

p̂k′e
ik′θ

(
eiθ1 + eiθ2∣∣2 cos( θ2−θ12

)∣∣
)−k′
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=

∫ π

−π
dθ1

∫ π

−π
dθ2

∑
k

Kke
ik(θ2−θ1)

∑
k′

p̂k′e
ik′θ

{
sgn

(
cos

(
θ2 − θ1

2

))}k′
e−i

k′
2 (θ1+θ2)

となる．(θ1, θ2) を変数変換して
(
Θ = θ1+θ2

2 , Ψ = θ2−θ1
2

)
を定める．対応するヤコビア

ンは dθ1dθ2 = 2dΘdΨとなる．これにより式 (I.70)を k′ がゼロかどうかで分解して

2
∑
k

∑
k′

Kkp̂k′e
ik′θ

∫ π

−π
dΨe2ikΨ {sgn (cosΨ)}k

′
∫ π−|Ψ|

−π+|Ψ|
dΘe−ik

′Θ (I.71)

= 4
∑
k

Kkp̂0

∫ π

−π
dΨe2ikΨ(π − |Ψ|)

−4
∑
k

∑
k′ ̸=0

Kkp̂k′e
ik′θ

∫ π

−π
dΨe2ikΨ {−sgn (cosΨ)}k

′ sin(k′|Ψ|)
k′

となる．式 (I.71)の第 1項目の積分は k ̸= 0の場合にゼロとなるため，k = 0の場合のみ

考えて，

4
∑
k

Kkp̂0

∫ π

−π
dΨe2ikΨ(π−|Ψ|) = 4K0p̂0

∫ π

−π
dΨ(π−|Ψ|) = 4π2K0p̂0 = 2πK0 (I.72)

となる．p̂(θ)は確率分布のため，2πp̂0 =
∫ π
−π dθp̂(θ) = 1 であることを利用した．第 2項

目の積分は

−4
∑
k

∑
k′ ̸=0

Kkp̂k′e
ik′θ

∫ π

−π
dΨe2ikΨ {−sgn (cosΨ)}k

′ sin(k′|Ψ|)
k′

(I.73)

= −8
∑
k

∑
k′ ̸=0

Kkp̂k′
eik

′θ

k′

∫ π

0

dΨcos(2kΨ) {−sgn (cosΨ)}k
′
sin(k′Ψ)

= −8
∑
k

∑
k′ ̸=0

Kkp̂k′
eik

′θ

k′

∫ π

0

dΨ {−sgn (cosΨ)}k
′ sin((k′ + 2k)Ψ) + sin((k′ − 2k)Ψ)

2

= −4
∑
k

∑
k′ ̸=0,±2k

Kkp̂k′
eik

′θ

k′

×
∫ π

0

dΨ {−sgn (cosΨ)}k
′
{sin((k′ + 2k)Ψ) + sin((k′ − 2k)Ψ)}

= −4
∑
k

∑
k′ ̸=0,±2k

Kkp̂k′
eik

′θ

k′
((−1)k

′
− 1)

(
cos
(
π
2 (k

′ + 2k)
)

k′ + 2k
+

cos
(
π
2 (k

′ − 2k)
)

k′ − 2k

)
= 0

となる．k′ は奇数なので cos
(
π
2 (k

′ ± 2k)
)
= 0となることを利用した．

従って，式 (I.68)は

cIf0
2
(
1− δI(r, t)

I

)∫ π

−π
dθ1

∫ π

−π
dθ2K(θ2 − θ1)p̂(θ − ϑ(θ1, θ2)) (I.74)

= 2πcIf0
2
(
1− δI(r, t)

I

)
K0
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となるため，式 (I.67)と相殺される．よって，ボルツマン方程式 (222)は

∂δf(r, θ, t)

∂t
= −v0e(θ) ·∇δf(r, θ, t) (I.75)

−sδf(r, θ, t) + s

∫ π

−π
dθ′p(θ − θ′)δf(r, θ′, t)

−cIf0
∫ π

−π
dθ′K(θ′ − θ)

×
{
δf(r, θ, t) +

1

I

∫
d2r′G0(|r′ − r|)B(|r′ − r|)δf(r′, θ′, t)

}
+cIf0

∫ π

−π
dθ1

∫ π

−π
dθ2K(θ2 − θ1)p̂(θ − ϑ(θ1, θ2))

×
{
δf(r, θ2, t) +

1

I

∫
d2r′G0(|r′ − r|)B(|r′ − r|)δf(r′, θ2, t)

}
とまとめられる．

I.2 空間積分の扱い

空間積分を含む項の取り扱いについて述べる．If0 の表式を求める．I の表式を入れ
ると

If0 = f0

∫
d2RB(R)G0(R) = ρ0

∫ ∞

0

dRRe
− R2

2R2
0 exp

(
−ρ0

∫ R

0

dR′D(R′)

)
(I.76)

となる．式 (H.66)より指数の中身の積分は

∫ R

0

dR′D(R′) =


R2

2 Φ [R < RD]

R2
DΦ

(
− 3

2 + 2 R
RD

+ ln
(
RD

R

))
[R > RD]

(I.77)

となるため，If0 は

If0 = ρ0

∫ RD

0

dRRe
−ρ0

(
Φ+ 1

ρ0R2
0

)
R2

2
+ ρ0

∫ ∞

RD

dRRe
− R2

2R2
0 e

−ρ0R2
DΦ

{
− 3

2+2 R
RD

+ln
(

RD
R

)}
(I.78)

と 2項に分けられる．第 1項目は

ρ0

∫ RD

0

dRRe
−ρ0

(
Φ+ 1

ρ0R2
0

)
R2

2
=

1− exp
(
−ρ0R

2
D

2

(
Φ+ 1

ρ0R2
0

))
Φ+ 1

ρ0R2
0

(I.79)

と積分される．この式は ρ0 = 0 でゼロとなり，ρ0 → ∞ で 1
Φ

(
1− 1

ρ0ΦR2
0

)
に漸近して

1/Φに収束する．次に第 2項目は

ρ0

∫ ∞

RD

dRRe
− R2

2R2
0 e

−ρ0ΦR2
D

{
− 3

2+2 R
RD

+ln
(

RD
R

)}
(I.80)

= ρ0R
2
D

∫ ∞

1

dξξe
− R2

D
2R2

0
ξ2
(
e

3
2 ξe−2ξ

)ρ0ΦR2
D

, ξ =
R

RD
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となる．これを解析的に計算するのは難しいが，大きさを見積もることは可能である．

e
3
2 ξe−2ξ が ξ = 1で最大値 e−

1
2 をとることより

ρ0R
2
D

∫ ∞

1

dξξe
− R2

D
2R2

0
ξ2
(
e

3
2 ξe−2ξ

)ρ0ΦR2
D

(I.81)

< ρ0R
2
De

− 1
2ρ0ΦR

2
D

∫ ∞

1

dξξe
− R2

D
2R2

0
ξ2

= ρ0R
2
0e

− 1
2ρ0ΦR

2
De

− R2
D

2R2
0

と評価できる．これは ρ0 = 0でゼロとなり, ρ0 → ∞で指数関数的にゼロに収束する．以
上より，If0 は任意のパラメタで有限の値を持つことがわかる．遮蔽が起こらない点粒子
極限 RD = 0(G = 1の場合)では，If0 を解析的に計算することができ，

If0 = ρ0

∫ ∞

0

dRRe
− R2

2R2
0 = ρ0R

2
0 (I.82)

となる．

分布関数のフーリエ変換に伴い，式 (I.75)に出現する空間積分項

1

I

∫
d2r′G0(|r′ − r|)B(|r′ − r|)eiq·r

′
=
eiq·r

I

∫
d2RG0(R)B(R)eiq·R (I.83)

を考える．この積分も解析的に計算するのは困難だが，G0(R) と B(R) は距離 R =√
R2
x +R2

y の単調減少関数であることより

Î(q) (I.84)

:=
1

I

∫
d2RG0(R)B(R)eiq·R

=
1

I

∫ ∞

−∞
dRx

∫ ∞

−∞
dRyG0(R)B(R) cos(qxRx) cos(qyRy)

は −1 < Î(q) ≤ 1の間の値を取ることが示される．Î(q)は q = 0で最大値 Î(0) = 1を

取り，q → ∞では Î(q) → 0に収束する．点粒子極限 RD = 0では解析的に計算でき，

Î(q) = e−
q2R2

0
2 (I.85)

q に関して単調減少な関数が得られる．

I.3 ボルツマン方程式のフーリエ成分

分布関数のフーリエ変換 (225)を式 (I.75)に代入したときのフーリエ成分 (k, q)の各項

について示す．ϑ(θ1, θ2)を含まない項からは

∂δf(θ, t)

∂t
→ −Λk(q)δfk(q, t) (I.86)

− v0e(θ) ·∇δf(r, θ, t) → −v0
2

{(qy + iqx)δfk−1(q, t)− (qy − iqx)δfk+1(q, t)} (I.87)

− sδf(r, θ, t) + s

∫ π

−π
dθ′p(θ − θ′)δf(r, θ′, t) → s(2πpk − 1)δfk(q, t) (I.88)

181



−cIf0
∫ π

−π
dθ′K(θ′ − θ) (I.89)

×
(
δf(r, θ, t) +

1

I

∫
d2r′G0(|r′ − r|)B(|r′ − r|)δf(r′, θ′, t)

)
→ −2πcIf0

(
K0 + Î(q)Kk

)
δfk(q, t)

というようにモード (k, q)の項が抽出される．

ϑ(θ1, θ2)を含む項

cIf0
∫ π

−π
dθ1

∫ π

−π
dθ2K(θ2 − θ1)p̂(θ − ϑ(θ1, θ2)) (I.90)

×
(
δf(r, θ2, t) +

1

I

∫
d2r′G0(|r′ − r|)B(|r′ − r|)δf(r′, θ2, t)

)
については，式 (I.68)で用いた計算過程と同様に計算される．フーリエ成分 q の項は

2cIf0
(
1 + Î(q)

)∑
k

∑
k′

∑
k′′

Kkp̂k′e
ik′θδfk′′(q, t) (I.91)

×
∫ π

−π
dΨei(2k+k

′′)Ψ{sgn (cosΨ)}k
′
∫ π−|Ψ|

−π+|Ψ|
dΘe−i(k

′−k′′)Θ

= 4cIf0
(
1 + Î(q)

)∑
k

∑
k′

Kkp̂k′e
ik′θδfk′(q, t)

×
∫ π

−π
dΨei(2k+k

′)Ψ{sgn (cosΨ)}k
′
(π − |Ψ|)

−4cIf0
(
1 + Î(q)

)∑
k

∑
k′

∑
k′′ ̸=k′

Kkp̂k′e
ik′θδfk′′(q, t)(−1)k

′′

×
∫ π

−π
dΨei(2k+k

′′)Ψ{−sgn (cosΨ)}k
′ sin((k′ − k′′)|Ψ|)

k′ − k′′

となるが，第 2項目の積分については式 (I.73)と同じようにゼロになる．従って，第 1項

目の積分のみを場合分けして考える．

• k′ = −2k の場合．

4cIf0
(
1 + Î(q)

)∑
k

Kkp̂−2ke
−2ikθδf−2k(q, t)

∫ π

−π
dΨ(π − |Ψ|) (I.92)

= 4π2cIf0
(
1 + Î(q)

)∑
k

Kkp̂−2ke
−2ikθδf−2k(q, t)

• k′ ̸= −2k の場合．

4cIf0
(
1 + Î(q)

)∑
k

∑
k′ ̸=−2k

Kkp̂k′e
ik′θδfk′(q, t) (I.93)

×
∫ π

−π
dΨei(2k+k

′)Ψ{sgn (cosΨ)}k
′
(π − |Ψ|)

= 4cIf0
(
1 + Î(q)

)∑
k

∑
k′ ̸=−2k

Kkp̂k′e
ik′θδfk′(q, t)

×2(−1)k

{
(1− (−1)k

′
)

(
π

2

sin
(
k′ π2
)

2k + k′
−

cos
(
k′ π2
)

(2k + k′)2

)}
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= 4cIf0
(
1 + Î(q)

)∑
k

∑
k′ ̸=−2k

Kkp̂k′e
ik′θδfk′(q, t)× 2π(−1)k

(−1)
k′−1

2

2k + k′
δk′,odd

= 8πcIf0
(
1 + Î(q)

)∑
k

∑
k′

Kkp̂k′e
ik′θδfk′(q, t)

(−1)k(−1)
k′−1

2

2k + k′
δk′,odd

従って，式 (I.90)のフーリエ成分 (k, q)の項は

→ 2πcIf0
(
1 + Î(q)

)∑
k′

Kk′(2πp̂k)δfk(q, t)

(
δk,−2k′ +

2

π

(−1)k
′
(−1)

k−1
2

2k′ + k
δk,odd

)
(I.94)

となる．

I.4 減衰率の計算

以上より，フーリエ成分 (k, q)の減衰率 Λk(q)を求めることができる．式 (I.86,I.87,

I.88,I.89,I.94)より，減衰率の実部は

ReΛk(q) = s(1− 2πpk) + 2πcIf0 (I.95)

×
{
(K0 + Î(q)Kk)

−2πp̂k

(
1 + Î(q)

)∑
k′

Kk′

(
δk,−2k′ +

2

π

(−1)k
′
(−1)

k−1
2

2k′ + k
δk,odd

)}

となる．ReΛk(q) < 0のとき，一様分布の分布関数が不安定化することを示す．

本表式を求めるにあたり，式 (I.87)移流項を無視し，v0 = 0の極限を考えた．これは，

本研究での目的が転移点の導出にあり，移流項からくるモード k±1のクロスタームは転移

点には影響を与えないことを考慮したによる．実際，移流項を省いたとしても局所 2体衝

突のモデルとの極限対応で矛盾は生じない．定性的に言えば，秩序の発生は長波長のモー

ドから生じるため，転移点での解析に限れば移流項の空間微分は影響を与えない．

確率分布 p(θ)(と p̂(θ)) は，そのフーリエ成分が 0 < 2πpk ≤ 1 を満たすものを採用

する．例えば，von Mises 分布 p(θ) = eκ cos θ/(2πI0(κ)) では，2πpk = I|k|(κ)/I0(κ) は

0 < 2πpk ≤ 1を満たし，wrapped ガウス分布 p(θ) =
∞∑

n=−∞

1√
2πσ

exp
(
− (θ+2πn)2

2σ2

)
では

2πpk = e−σ
2k2/2 となるが，これも 0 < 2πpk ≤ 1を満たす．この条件により c = 0で相

互作用がない場合，減衰率は ReΛk(q) = s(1− 2πpk) ≤ 0となるため，一様分布が安定で

あることが確かめられる．

計算を進めるために，K(ψ) の具体形 (218) を代入する．K(ψ) =
√
2|sinψ| に対して

Kk は

Kk =
2
√
2

π

δk,even
1− k2

(I.96)

と計算され，式 (I.95)の関連項は

2πcIf0
{
(K0 + Î(q)Kk) (I.97)

−2πp̂k

(
1 + Î(q)

)∑
k′

Kk′

(
δk,−2k′ +

2

π

(−1)k
′
(−1)

k−1
2

2k′ + k
δk,odd

)}
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= 4
√
2cIf0

{(
1 + Î(q)δk,even

1− k2

)
−2πp̂k

(
1 + Î(q)

)∑
k′

δk′,even
1− k′2

(
δk,−2k′ +

2

π

(−1)k
′
(−1)

k−1
2

2k′ + k
δk,odd

)}

= 4
√
2cIf0

{
1 + Î(q)δk,even

1− k2
− 2πp̂k

(
1 + Î(q)

)( δ k
2 ,even

1−
(
k
2

)2 +
2δk,odd
4− k2

)}

と整理される．和の計算には∑
k′=even

1

(1− k′2)(2k′ + k)
(I.98)

=

∞∑
n=−∞

(
A1

4

1

n+ k
4

− A2

2

1

n+ 1
2

− A3

2

1

n− 1
2

)

= π

(
A1

4
cot

(
π
k

4

)
− A2

2
cot
(π
2

)
− A3

2
cot
(
−π
2

))
= π

A1

4
cot

(
π
k

4

)
=

π

4− k2
(−1)

k−1
2

A1 =
4

4− k2
, A2 =

2 + k

2(4− k2)
, A3 =

2− k

2(4− k2)
(I.99)

を用いた．

よって，
ReΛk(q) = s (1− 2πpk) + 4

√
2cIf0Wk(q) (I.100)

Wk(q) := 1 + Î(q)δk,even
1− k2

− 2πp̂k

(
1 + Î(q)

)( δ k
2 ,even

1−
(
k
2

)2 +
2δk,odd
4− k2

)
(I.101)

を得る．この方程式は k の符号に依存しないので，−1 < Î(q) ≤ 1と 0 < 2πp̂k ≤ 1も考

慮して，Wk(q)は以下のように場合分けできる．

• k = 1の場合, W1(q) = 1− 2
3 × (2πp̂1)

(
1 + Î(q)

)
• kが奇数で k > 1(k = 3, 5, 7, · · · )の場合,Wk(q) = 1+ 2

k2−4 (2πp̂1)
(
1 + Î(q)

)
> 0

• k が偶数で k
2 が奇数 (k = 2, 6, 10, · · · )の場合, Wk(q) = 1− 1

k2−1 Î(q) > 0

• k が偶数で k
2 も偶数 (k = 4, 8, 12, · · · ) の場合, Wk(q) = 1 − 1

k2−1 Î(q) +

2

( k
2 )

2−1
(2πp̂1)

(
1 + Î(q)

)
> 0

従って，ReΛk(q)が負になり得るのは k = 1の場合のみであり，その減衰率は

ReΛ1(q) = s (1− 2πp1)− 4
√
2cIf0

{
2

3
× (2πp̂1)

(
1 + Î(q)

)
− 1

}
(I.102)

となる．
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Lett. 123, 258001 (2019).

[202] S. Ito and N. Uchida, Phys. Rev. E 111, 044411 (2025).
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