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概 要

本研究では層状秩序と螺旋秩序の競合によって生じる液晶の欠陥構造を，Ginzburg-Landauタイ

プのモデルで解析した。解析した欠陥構造は，有限の長さの層状部分からなる結晶粒が，粒界面で一

定角度だけ捩れるツイストグレインバウンダリー (TGB)相と言う構造である。数ある液晶の欠陥相

の中でも一軸的な最も単純な構造で，これまで多数の研究が精力的になされてきた。粒界面の構造は，

理論によるTGB相の予言以来 20年以上の長い年月に渡って螺旋転位列からなる，粒界面内の 2次元

構造と考えられ，一部の実験でも実証された。しかし近年，実験によって，粒界面内で層状秩序が一

様に溶けている捩れ軸方向の 1次元構造である，メルテッドグレインバウンダリー (MGB)構造が提

唱され，本当はどちらの欠陥構造であるのかが問題になっている。そこで，本研究ではどちらの構造

が安定になるのかを明らかにするべく現象論的な自由エネルギーを用いて解析し，その結果以下のこ

とが分かった。

● TGB構造について

TGB構造は，層状秩序を持つスメクチック相と螺旋秩序を持つコレステリック相の中間構造で

ある。層状秩序と螺旋秩序が競合により形成されるこの構造を解析するために，層状秩序を担っ

ている秩序変数 (密度場)の相関長と，螺旋秩序を担っているベクトル (配向場)の相関長を基準

にして空間を幾つかのドメインに分けた。各ドメインで主要な自由エネルギー成分のみを考え

ることで，解析的アプローチにより構造を求めることが出来た。過去の理論的研究と違って，層

状秩序変数の空間変化を取り入れて，粒界のエネルギーを正しく評価できたところが本研究の

新しいところである。また，粒界での捩れ角の大小によって粒界以外の層構造が大きく変化す

ることが本研究によって分かり，その角度の閾値を具体的に求めた。

閾値よりも捩れ角が小さい場合では，層状秩序からなるスメクチック相との相転移点を求めた。

TGB構造の欠陥間の相互作用と層状秩序の空間変化を取り入れたためにTGB構造の安定領域

が従来の理論よりも広くなった。一方，閾値よりも捩れ角が大きい場合には，捩れ角が小さい

場合よりも欠陥コアの領域が大きくなることを示した。この欠陥コアは層状秩序が弱いので実

験で確認できる可能性がある。また，捩れ角の大小にかかわらずTGB構造は，2つの無次元パ

ラメータのみによって決まることも分かった。

● MGB構造について

MGB構造もTGB構造と同様に空間をドメインに分けて解析した。TGB構造と同様に捩れ角

によって層構造が大きく変化することが分かり，その角度の閾値を求めた。また，捩れ角の大

小に関係なく，MGB構造は 2つの無次元パラメータのみによって決まることも分かった。更に

TGB構造と自由エネルギーの比較をして，TGB構造とMGB構造の安定性の境界を求めた。

TGB構造とMGB構造の解析結果をまとめると，安定状態は温度を上げるとともに，スメク

チック相，TGB構造，MGB構造，コレステリック相と変化することが分かり，相図を求めた。

TGB構造とMGB構造の安定性境界及び相図を求めた研究は，本研究が初めてである。スメク

チック相とTGB構造は，相図上で隣り合うだけでなく幾何学的にも共通の対称性を持つ。コレ

ステリック相とMGB構造にも同様の関係がある。従って，層状秩序と螺旋秩序の競合により
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形成される欠陥構造は，対称性を共有し欠陥を含まない他の相の近くで生じる，と結論づける

ことが出来る。

本研究で扱うTGB/MGB構造は，液晶という個々の物質を離れて複数の秩序の競合によって出来

た一般的な欠陥構造の一種と考えることが出来る。秩序変数の自由度などから，同じクラスには超伝

導体や超流動現象を見せる液体ヘリウムが入る。特に，超伝導体の渦糸格子相は TGB構造が提唱さ

れるきっかけとなった相でありアナロジーがある。渦糸格子相では一般的に渦糸が 2次元格子状に並

ぶが，TGB構造では螺旋秩序による特別な方向が存在するため欠陥は 1列に並ぶ。従って，本研究で

得られた結果は，渦糸が鎖状に 1列に並ぶ非等方的な超伝導体にも応用できる可能性がある。
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第1章 序論

自然界には周期性や配向など様々な秩序が存在する。欠陥とはこれらの秩序の特異点である。液晶

は，固体と流体の両方の性質を併せ持ち，分子密度と分子配向の複数の自由度を持つことから，多種多

様な欠陥構造を作る。特に，分子の重心による層状秩序と分子配向による螺旋秩序の 2秩序の競合に

よって作られる欠陥構造は，幅広い性質―次元性やスケールなど―を持ち，それらのがどのような条

件下で選択されるか？と言う問題は理学的に重要である。また，工学でも液晶の欠陥構造を光学デバ

イス等に応用する研究が進められている。近年，層状秩序と配向秩序の競合が作る欠陥構造で，1次

元的と 2次元的の両方の可能性を持つものが実験で提唱された。しかしどちらかを断定するには実験

の分解能では限界がある。そこで，本研究では解析的なアプローチによりどちら寄りの構造なのかを

明らかにし，更にこれらの欠陥構造の選択要因について考察する。

本章では最初に液晶の基本的な相と，それぞれの相で現れうる欠陥について述べる。次に，これら

液晶の欠陥の位置づけを，他の物質の欠陥も含めた一般論で捉え直す。更に，液晶の欠陥構造の中で

も層状秩序と螺旋秩序の競合によって生じるツイストグレインバウンダリー相に着目する。この相の

欠陥構造について近年提示された問題を踏まえ，最後に本研究の目的を述べる。
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第 1章 序論

1.1 液晶の基本的な相と欠陥

液晶は固体と液体の中間の性質を持ち，様々なクラスの欠陥を示す。ここでは幾つか基本的な相と

関連する欠陥を挙げる。

液晶がその名の通り液体と固体の中間であると言われる理由は，ある方向には結晶的な周期的秩序

を持ち別の方向には流体的で周期的な秩序が無いからである [1]。それゆえ具体的な相は，固体的な次

元数と流体的な次元数によって大別できる (表 1.1)。また，分子構造に鏡像対称性を破る性質（キラリ

ティ）がある場合には，隣り合った分子同士は互いに捩れる配置を好む。この局所的相互作用は大域

的構造にも影響を及ぼす (図 1.1(a))。秩序構造の次元性とキラリティの 2つによって基本的な液晶相

は分類できる。ここで念頭に置く物質クラスは代表的な長さ数 nmの棒状低分子液晶で，主に温度変

化によって相挙動が変化するサーモトロピックタイプである。ディスプレイに使われている液晶もこ

のタイプに属する。棒状の分子なので，秩序は分子の重心位置と分子配向の 2つで特徴付けられる。

最初に層状秩序を持たない，等方相，ネマチック相，コレステリック相ついて述べ，次に層状秩序

を持つスメクチック相につい述べる。

固体的な次元数 0 1 2 3

液体的な次元数 3 2 1 0

相 等方 ネマチック スメクチック コラムナー 結晶

略表記 Iso N Sm D Cr

構造

表 1.1: 液晶の相構造。結晶的な次元数と流体的な次元数で分類される。高温ほど左側，低温ほど右側になる。

1.1.1 等方相，ネマチック相，コレステリック相

十分高温では液晶は全ての方向について流体的になる。この相は等方 (アイソトロピック，Iso)相

と呼ばれ分子の重心位置と配向は共に空間的な長距離相関を持たない。分子の配向が出鱈目に決まる

からキラリティの効果は平衡構造には表れない。温度を下げていくと分子配向が揃う。棒状の分子で

あるから同じ方向に揃った方が動きやすく重心の並進エントロピーを稼ぎやすいからである。マッチ

棒の集団を箱に詰めて振ると同じ方向に揃いやすいのと同じである。このように配向秩序が揃い且つ

分子の重心位置が秩序を持たない相をネマチック (N)相と言う。この相では，もしキラリティがある

と分子は互いに捩れ合った螺旋秩序を持つ (図 1.1(b))。これをコレステリック (N*)相と言い典型的

な螺旋のピッチは数百～数千 nmである。N*相のように螺旋秩序を持った相には一般的にアスタリス

2



1.1 液晶の基本的な相と欠陥

(a)

(b)

x

π/k0

図 1.1: 分子にキラリティがあると捩れた構造 (コレステリック相)が現れる。(a)キラリティによる捩れの相互
作用の起源。鏡像異性体を持つ分子は互いに捩れたがる相互作用をする。ワインオープナーを 2つ重ねようと
すると，互いに平行になるよりはネジ山のために少し傾いた方が安定である [2]。これはネジの部分が鏡像対称
性を破っているからである。(b)コレステリック (N*)相。(a)のように分子間に捩れ合う力が働くので，マク
ロに捩れた構造が安定になりうる。ディレクターの螺旋周期の波数を k0 とすると，液晶分子の多くは前後対称
であることから nと −nを同一と見なせるので，螺旋構造のピッチは π/k0 となる。
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第 1章 序論

(a) (b) (c)

n

x
n

▽×n

図 1.2: Frank弾性エネルギーに含まれる 3種類のディレクターの変形。(a)広がり (splay)の変形。湧き出し
∇ ·nが値を持つ。(b)捩れ (twist)変形。分子にキラリティがあると自発的に捩れる。(c)曲がり (bend)変形。
例えば渦の周りで起こる。

図 1.3: 液晶の代表的な巨視的パターンである Schlieren模様 [3]。偏光顕微鏡で見られる。濃淡は棒状である液
晶分子の配向 (偏光面に対してなす角度)に対応する。明部と暗部が急激に変化している点ではディレクター場
が特異点を持つ。
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1.1 液晶の基本的な相と欠陥

クを付ける。このN，N*相の配向秩序は分子配向を局所平均により粗視化して単位ベクトル n(r)で

表す。nはディレクターと呼ばれる。自由エネルギーは Frankの弾性エネルギー

F =
∫
dr[K1(∇ · n)2 +K2(n · ∇ × n − k0)2 +K3(n ×∇× n)2] (1.1)

で与えられる [4]。積分内の第 1，2，3項はそれぞれ広がり (splay)，捩れ (twist)，曲がり (bend)を

表す (図 1.2)。Ki (i = 1, 2, 3)はそれぞれ対応する Frankの弾性係数であり，3つの弾性係数の違い

は棒状液晶の異方性に由来する。k0は図 1.1(b)のような螺旋構造の平衡ピッチの波数である。nは 3

次元ベクトルでヘッジホッグ型の欠陥を作りうる。これは液晶のマトリックスに球状の水滴やコロイ

ドを注入したときに見られる (図 1.14参照) [5–7]。あるいは自由度を拘束して 2次元ベクトルに制限

することもできる。実験で液晶を入れるセルの壁を加工してディレクターを 2次元ベクトル・空間を

3次元にすれば，欠陥は回位線を持つ (図 1.12参照)。あるいは，ガラス板で上下から挟んで隙間を狭

くしたり液晶薄膜を観察すれば空間次元もディレクターの次元も擬 2次元となり，渦状の点欠陥が見

られる (図 1.3)。

(a) (b) (c)

z
n

図 1.4: スメクチック相の分類。層法線mとディレクター nの傾きによって決められる。層法線とディレク
ターが，(a)平行なスメクチックA(SmA)相。(b)一定角度傾いていて傾く方向が一様なスメクチックC(SmC)
相。(c)一定角度傾いていて傾きの方向が面毎に違うスメクチック C*(SmC*)相。層法線の方向 (z 軸)を捩れ
軸とした螺旋秩序が見られる。

(a) (b)

z
Re(Ψ)

z
Re(Ψ)u(r)

図 1.5: 層構造と秩序変数の関係。(a)平衡状態の層構造 (Ψ = ψ exp(iq0n · r) (n = ez))の場合。このように
振幅の他に層の位相も秩序変数に取り入れることで，(b)の乱れた層構造 (Ψ = ψ exp(iq0(z − u)))のように，
変位した層構造も秩序変数 Ψで記述することが出来る [1]。
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第 1章 序論

(a) (b)

x

L

x

図 1.6: 層状秩序と捩れは両立しない。(a)のように平らな層を (b)のように捩ると，捩れ軸 (x軸)からの距離
に比例して層変位は増える。無限に広い層では捩れにより変位も無限大になり並進対称性が破れるためマクロ
な相を構成することは出来ない。

1.1.2 スメクチック相

前小節のネマチック相から更に温度を下げていくと，分子の重心位置も揃い図 1.4のように平面状

に並び層状構造を作る。各層の面内では分子の重心が流体的に動くことができエントロピーを稼ぐこ

とができる。このような相をスメクチック (Sm)相と言う。比較的高温ならディレクターは層法線と

平行になる。分子は面内でのエントロピーを稼ぐため，層面に射影した面積を出来るだけ小さくしよ

うとするからである。こうすれば各々の分子が自由に動き回れる面積が増える [2]。このように平衡状

態でディレクターと層法線が一致する層をスメクチックA(SmA)相と言う (図 1.4(a))。SmA相を記

述するにはディレクターnの他に層状秩序を記述する秩序変数が必要である。分子密度場の振幅を表

す実数の秩序変数を Ψ̃とおく。Ψが大きいときは分子は層状に整列し，小さいときには整列が乱れる

(図 1.7)。

(a) (b) (c)

図 1.7: 層状秩序変数 Ψ̃の大小と実際の液晶配置の関係。(a)(b)(c)と右側ほど Ψ̃の絶対値が大きい。逆に左側
ほど Ψ̃は 0に近い。
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1.1 液晶の基本的な相と欠陥

層状秩序を表す自由エネルギーは最低次のGinzburg-Landau展開で，

Fsm =
∫
dr

[
τΨ̃2 +

g

2
Ψ̃4 +B

(
∇Ψ̃

)2
]

(1.2)

となる。τ は N-SmA相転移点からの温度差 (T − TNA)に比例し，正のとき N相 (Ψ̃ = 0)が，負の

とき SmA相 (Ψ̃ =
√
|τ |/g)が安定となる。Bは層圧縮弾性係数と呼ばれ Ψ̃の相関距離 ξ =

√
B/|τ |

を決める。gは安定性から正でなければならない。この自由エネルギーには問題が 2つある [1]。一つ

は，Ψ̃を複素秩序変数に拡張しなければいけないことである。実験によりN-SmA転移の臨界指数が

液体ヘリウムの臨界指数と同じことが分かっていて液体ヘリウムは複素オーダーパラメーターで記述

されるからである。もう一つの理由は，層の記述には振幅だけでなく層変位も必要なことである。層

の欠陥は層変位によって記述される。これら 2つの問題は，層状秩序を示す密度波を表す複素秩序変

数 Ψを導入することで解決できる [1] (図 1.5(a))。SmA構造のエネルギー表式を求めるために，密

度波の変化方向とディレクターが一致したプロファイル Ψ = Ψ̃ exp(iq0n · r)を仮定する。ここで，

q0 = 2π/dは層の (平衡)周期 dに対応する波数である。また，nの空間変化によるエネルギーペナル

ティは Frank弾性エネルギー (1.1)で評価されているから，エネルギー表式を求めるときにはnを空

間一様と仮定する。Ψ = Ψ̃ exp(iq0n · r)を式 (1.2)へ代入すると，

Fsm =
∫
dr

[
τ |Ψ|2 +

g

2
|Ψ|4 +B|(∇− iq0n)Ψ|2

]
(1.3)

となり，複素秩序変数Ψについての自由エネルギーを得ることが出来た。このエネルギーを空間変化

する一般の nにも使う。層変位もこのΨによって表すことが出来る。図 1.5(a)のように z軸に法線

を持つ層構造はΨ = Ψ̃ exp(iq0z)と書ける。このとき，図 1.5(b)のように層変位 u(r)を持つ構造は

Ψ = Ψ̃ exp(iq0(z− u))と書ける。全体の自由エネルギーは層状秩序のエネルギー (1.3)と配向秩序の

エネルギー (1.1)の和で与えられる。

F =
∫
dr

[
τ |Ψ|2 +

g

2
|Ψ|4 +B|(∇− iq0n)Ψ|2

]
+
∫
dr[K1(∇ · n)2 +K2(n · ∇ × n − k0)2 +K3(n ×∇× n)2] (1.4)

これが SmA相のモデルで Landau-de Gennes(LdG)モデルと言われる [1]。もしキラリティ k0が層

状秩序に対して弱ければ平らな層状構造が安定となる。層状秩序と螺旋秩序を両立する構造 (図 1.6)

はマクロな並進対称性を破っており，並進エントロピーによるペナルティのために平衡構造にならな

い。このように層状秩序と螺旋秩序は相容れない。

SmA相から更に温度を下げていくとディレクターは層法線から傾く。傾く理由には未だ諸説があ

り決着はついていない。しかし一つの説明としては，エントロピーを稼ぐ効果よりも分子間引力の効

果が高くなって，なるべく分子がお互いに近づくというものがある [2]。傾けば層間隔は減るので系全

体の分子密度を増やすことが出来る。このように層法線とディレクターが傾いている相をスメクチッ

ク C(SmC)相と言う (図 1.4(b))。もしキラリティが強いと分子は層法線を軸とした螺旋秩序をとる。

これをスメクチックC*(SmC*)相と言う (図 1.4(c))。更に温度を下げると，層面内の分子配列も周期

的になり結晶 (Cr)相になる。

Sm相は層状構造なので図 1.8のような刃状転位や螺旋転位が現れうる。刃状転位を作ることによっ

て層の個数または層間隔の異なる 2つの層状部分を繋ぐことが出来る (図 1.8(a))。一方，螺旋転位を

作ることによって傾きの異なる 2つの層状部分を繋ぐことが出来る (図 1.8(b))。両方の欠陥の中心で

は共に層が途切れる。従って欠陥中心でΨ = 0となる。
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(a) (b)

b

b

図 1.8: 液晶の層構造が作る欠陥の例。欠陥によって生み出される層の変位を方向も含めてバーガーズベクトル
bで表す。線欠陥の方向と bが垂直のものが刃状転位，平行なものが螺旋転位である。(a)(b)で |b|は層間隔に
等しい。(a)層状液晶の刃状転位。転位は枚数の異なる層構造を繋げる。欠陥の線上では層が消えるのでΨ = 0
である。(b)層状液晶の螺旋転位。螺旋階段の中心で階段面が途切れるのと同様に，螺旋欠陥も中心で層状秩序
が消える。即ち Ψ = 0となる。螺旋転位では図の手前と奥のように互いに傾いた層構造を繋ぐことが出来る。

1.2 欠陥の一般論

前節では液晶のとりうる相を対称性から考察してそれぞれの相の欠陥を概観した。本節ではより一

般的な立場から凝縮系物質における種々の欠陥の例と，その分類について述べる。

1.2.1 一般の欠陥の例

液晶だけでなく他の物質の例も見ていこう。代表的なのは結晶の格子欠陥である [4]。例としては図

1.9のような空孔・格子間原子や図 1.10(a)のような刃状転位や図 1.10(b)のような螺旋転位がある。

結晶軸の異なる 2つの結晶粒が接している結晶粒界 (図 1.11)も欠陥である。これらはいずれも結晶の

変位が乱れている。一方スピンも欠陥を作る。2次元結晶では図 1.12(a)のような渦を作り，3次元結

晶ではその渦が積み重なって図 1.12(b)のようになる。これらは回位と呼ばれ，渦の中心はベクトル

の方向が定義できないので特異点である。流体では，超流動における渦も静的な欠陥の例と考えるこ

とが出来る (図 1.13)。液晶では，棒状分子がある点を中心に放射状に配向したヘッジホッグ型の欠陥

が見られる (図 1.14)。一方，静的な現象だけでなく動的な現象にも欠陥は存在する。海では渦潮が生

まれては消えている (図 1.15)。中心には速度場について特異的な狭い領域が現れる。
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1.2 欠陥の一般論

図 1.9: 非接触原子間力顕微鏡 (NCAFM)による CeO2(111)の写真 [8]。白は酸素原子を表す。格子点の欠落
による空孔が見られる。写真内には無いが，逆に格子点の余剰によって見られる格子間原子も欠陥である。

(a) (b)

(c)

図 1.10: 刃状欠陥と螺旋欠陥の例。(a)半導体で使われる単層 SiCの透過電子顕微鏡 (TEM)写真 [9]。写真中
央部から左半分には層が余計に 1つ入っている。写真の横の長さが約 3nmに対応する。(b)GaAs(111)表面の
反射電子顕微鏡 (REM) [10]。写真中央部には右のイラストの 1のように結晶層の切れ目がある。(c)タッピン
グモード原子間力顕微鏡 (TMAFM)による LysB28ProB29 インスリンの結晶成長の様子 [11]。Aから Fまで
の約 11時間で欠陥周りの結晶面が螺旋状に成長する。

9
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図 1.11: 走査型透過電子顕微鏡 (STEM)による SrTiO3 の結晶粒界 [12]。写真の上半分と下半分で対称な双晶
粒界が見られる。

(a) (b)

図 1.12: 合金薄膜と液晶での渦状欠陥の例。(a)パーマロイ (合金の一種)薄膜での磁化渦の様子 [13,14]。スピ
ン偏極走査型電子顕微鏡 (SP-SEM)による。欠陥周りでスピンが渦状に変化する。(b)蛍光共焦点偏極顕微鏡
(FCPM)による液晶の渦構造 [15]。グレースケールは棒状の液晶分子の配向角度に対応する。渦構造が紙面垂
直方向に続いていく。

10



1.2 欠陥の一般論

図 1.13: 超流動状態における He3 の渦の
可視画像 [16]。干渉縞は液面と底面からの
反射光によるもので，液体が回転すること
により渦中心で液面がへこんでいる。干渉
縞のスケールは 1mmのオーダーである。

図 1.14: 水滴周りの液晶の偏光顕微
鏡による観測画像 [5]。グレーの濃淡
は液晶の配向に対応する。中心付近
で水平方向に黒，垂直方向に白みを
帯びたリング模様が見られる。水滴
を中心に液晶分子が放射状に配向し
ている。

図 1.15: 鳴門海峡で
の渦潮の様子 [17]。持
続時間は 30 秒ほど，
直径は最大級のもので
30mに上る。

(a) (b)

z

u(r)

z u(r)

u(r)

図 1.16: 結晶の 1方向への変位や，層構造の変位はスカラーで表される。空間一様に格子間隔または層間隔だ
け変位すれば元の構造に戻るという意味でスカラー変数は周期的である。
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乱れる変数 具体例 欠陥領域の次元

(記述される秩序) 0次元 (点欠陥) 1次元 (線欠陥) 2次元 (面欠陥)

非周期的な
スカラー
(一様性) イジングスピンの磁化，

2成分流体の密度差

(空間 1次元) (空間 2次元) (空間 3次元)

ドメインウォール

周期的な
スカラー
(周期性)

結晶や層の変位
(ただし結晶における
変位ベクトルは

1成分にのみ着目)

(空間 2次元) (空間 3次元) (空間 3次元)

刃状転位 螺旋転位 結晶粒界

2次元ベクトル
(配向秩序) XYモデルのスピン なし

(空間 2次元) (空間 3次元)

回位

3次元ベクトル
(配向秩序) ハイゼンベルグモデル

のスピン

なし なし

(空間 3次元)

ヘッジホッグ

表 1.2: 代表的な欠陥の例。乱れる変数と乱れる領域で分類した。「なし」と書いてあるものは，ベクトルの連
続的な回転により欠陥が消滅するため安定な欠陥が存在しないことを意味する [4]。
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1.3 層状液晶の欠陥相

1.2.2 欠陥の分類

これらの欠陥をより基本的な観点から分類したい。自然で見られる全ての欠陥は，ある領域におけ

るある乱れた秩序の特異点である。乱れる秩序には周期性，分子配向，(ある相の空間的)一様性など

があり，密度や結晶の 1方向への変位 (共にスカラー)やスピンを表すベクトル (モデルにより 1～3次

元を取りうる)などの変数で表される。また，乱れている欠陥領域が 0次元的な欠陥は点欠陥，1次

元・2次元的な欠陥はそれぞれ線欠陥・面欠陥である。これらの欠陥は変数の種類と欠陥領域の次元

で欠陥をカテゴライズできる (表 1.2)。1次元的なスカラー場は非周期的なものと周期的なものに分

けられる。前者はイジングスピンの磁化や二成分流体の密度差などを表し，代表的な欠陥はドメイン

ウォールである。空間 1，2，3次元でそれぞれ点，線，面欠陥となる。一方周期的なスカラー場は結

晶や層構造の平衡からの変位を表す (図 1.16)。代表的な欠陥には線欠陥である転位がある。転位はス

カラー場の増加方向 (バーガーズベクトル)と線欠陥の線の方向の関係でさらに分類される。垂直なも

のを刃状転位，平行なものを螺旋転位，2つの中間を混合転位という。2次元ベクトルを変数に持つも

のにはXYモデルがあり，代表的な欠陥は 2次元系における点欠陥である。3次元空間では渦が堆積

した線欠陥で回位線である。3次元ベクトルを変数に持つものには 3次元ハイゼンベルグ模型がある。

ヤマアラシの形をしたヘッジホッグ型の点欠陥が知られている。

このように，欠陥の構造は個々の系の細かい性質より寧ろ次元性や変数のタイプにより幾つかの種

類に分類可能な普遍的なものである。また，欠陥は種類だけでなく量的にも自然の中に多く存在する。

例えば，典型的な固体の降伏応力は同じ物質で欠陥が全くない単結晶のものより 10−2から 10−4くら

い小さい [4]。これは，典型的な物質には大抵多くの欠陥が含まれていて，格子点全体を動かすエネル

ギーより欠陥を動かすエネルギーの方がずっと小さくなっているからである。

1.3 層状液晶の欠陥相

前々節で液晶について，秩序構造の次元性やキラリティで分類される多様な相が存在すること，前

節では欠陥について，様々な物質で普遍的に存在することを述べた。液晶には，欠陥構造を熱力学的

な相として持つものがある。その中でも，本節では層状秩序と液晶分子のキラリティの競合によって

生み出されるツイストグレインバウンダリー (TGB)相の欠陥構造について考察する。最初に層状液

晶の分類と超伝導体とのアナロジーについて述べて，その後に TGB相を説明する。

1.3.1 層状液晶の分類

層状液晶の LdGエネルギー (1.4)は超伝導体のGinzburg-Landau(GL)自由エネルギーと類似点が

多い。超伝導体のGL自由エネルギーはΨを超伝導電子対の波動関数として，

F =
∫
dr

h̄2

4m

∣∣∣∣(∇− 2ie
h̄

A

)
Ψ
∣∣∣∣2 +

∫
dr

[
a|Ψ|2 +

b

2
|Ψ|4

]
+
∫
dr

[
1
2µ

(∇× A)2 − H · ∇ × A

]
(1.5)
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と表せる。左から順にそれぞれ超伝導電子対の運動エネルギー，現象論的ポテンシャル，磁場のエネ

ルギーである。LdGエネルギー (1.4)で，

B (層圧縮弾性係数) → h̄2

4m
(運動エネルギー係数)

q0 (層状構造の波数) → 2e
h̄

(電子対の電荷)

n (配向ベクトル場) → A (ベクトルポテンシャル)

K2 = K3 (Frank弾性係数) → 1
µ0

(真空の透磁率)

τ, g (GL係数) → a, b (GL係数)

と置き換えると，

F =
∫
dr

[
h̄2

4m
| (∇− iq0A)Ψ|2

]
+
∫
dr

[
a|Ψ|2 +

b

2
|Ψ|4

]
+
∫
dr

[
K1

2
(∇ · A)2 +

1
2µ

(∇× A)2 − k0

µ
A · ∇ × A

]
(1.6)

となる。GL自由エネルギー (式 (1.5))と比べると，クーロンゲージの固定項 (K1/2) (∇ · A)2がある

こと，最後の項が多少形が違うこと，規格化条件 |A|2 = 1があること，の 3つを除けば，両者の自由

エネルギーの形はほぼ一致すると言って良い。その物理的帰結も定性的にほぼ一致すると期待される。

実現される相も表 1.3 の通りきれいに対応している。また，超伝導体の場合と同じように液晶でも侵

入長 (nの相関長)λとΨの相関長 ξが

λ =
√
gK/(B|τ |)/q0

ξ =
√
B/(2|τ |) (1.7)

と決まる。対応して，層状秩序に対すると配向秩序の強さを表すGinzburgパラメータも

κ = λ/ξ =
√

2gK/(q0B) (1.8)

で与えられ，κ < 1/
√

2の液晶を第 1種，κ > 1/
√

2の液晶を第 2種と呼ぶ。典型的な超伝導体の相

図は平均場近似の範囲で図 1.17のようになり，第 2種超伝導体では渦糸格子相 (図 1.18)が平衡状態

で存在する。この相では，超伝導領域にマイスナー効果を上回る強い磁場を印加することで，磁束が

局所的に超伝導秩序を突き破って渦糸を形成する。渦糸の中心は超伝導秩序が壊れて常伝導となり，

渦糸の周りを 1周すると波動関数の位相が 2πの整数倍だけ変化する。このような構造が可能なのは，

磁場によって超伝導秩序が壊れやすい場合，つまり ξ <∼ λが成り立つときである。このメカニズムと

同様のことが第 2種の層状液晶で起こってもおかしくない。即ち液晶にも渦糸格子相に対応する相が

SmA相とN*相の間に存在することが十分に予想される。その相が次小節で述べるツイストグレイン

バウンダリー相である。
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1.3 層状液晶の欠陥相

温度＼物質 液晶 超伝導体

高温 (τ > 0) N*相

 |Ψ| = 0

∇× n = k0n 6= 0
常伝導相

 |Ψ| = 0

∇× A = B 6= 0

低温 (τ < 0) SmA相

 |Ψ| =
√
|τ |/g 6= 0

∇× n = 0
超伝導相

 |Ψ| =
√
|a|/b 6= 0

∇× A = 0

表 1.3: 液晶と超伝導体のアナロジー。高温ではそれぞれ N*相と常伝導相が，低温ではそれぞれ SmA相と超
伝導相が現れる。それぞれの相では変数 (Ψは共通，n ↔ A)も対応している。

(a) (b)

H

T-Tsn(NA)

0 0
超伝導相

常伝導相
( N*相)

( SmA相)

H

0 0
超伝導相

常伝導相

渦糸格子相

( N*相)

( SmA相)

T-Tsn(NA)

図 1.17: 平均場近似における第 1種 (
√

2λ < ξ)と第 2種 (
√

2λ > ξ)の超伝導体の相図。第 2種では安定な欠
陥相である渦糸格子相が現れる。()内は対応する液晶相を示す。

1.3.2 TGB相の性質

液晶で渦糸格子相に対応する相があるとしたらどのような空間構造を持つだろうか？　相図 1.17の

位置関係からナイーブに考えると SmA相と N*相の構造の融合物であろう。層状秩序と螺旋秩序が

互いに相容れない事実 (図 1.6)は超伝導体のマイスナー効果に対応する。高キラリティで捩れが強く

なると平面的な層状構造は次第に耐えきれなくなって局所的に捩れる。従って構造は図 1.19のよう

になると予言され [18]，実験でも確認された [19]。これがツイストグレインバウンダリー (TGB)相

である。即ち，有限長さの平坦な層状部分が結晶粒1となり，螺旋秩序を取り入れるために捩れ軸 (x

軸)方向に沿って結晶粒の法線は一定角度 αずつ変化していく。結晶粒界は何らかの欠陥で構成され

ている。結晶粒の長さ lbと捩れ角 αは温度とキラリティによって一意的に決まることが理論 [20]・実

験 [19, 21–23]で分かっている。

TGB相は層状部分の分子配向によって 3つの相に細分化される。層状部分で，ディレクターと層法

線が平行な相を SmA相の名前から引き継いでTGBA相と言う。同様に，ディレクターと層法線が傾

1「結晶」粒とは言うが全ての方向に結晶的な Cr相を指しているのではない (表 1.1)。層法線の方向に結晶的な周期性
を持つスメクチック構造を指している。

15



第 1章 序論

H

図 1.18: 渦糸格子相の概念図。欠陥を作って局所的に常伝導相が出来ることにより磁束が貫通する。

x x

α

lb

図 1.19: 液晶のTGB相の空間構造。キラリティによって層にかかるトルクが大きくなると，層が耐えられなく
なり切れ目が出来て捩れのエネルギーを解放する。これが結晶粒界 (グレインバウンダリー)として現れる。層
状部分の長さを lb，隣り合った層状部分のなす角度を αとする。

x

相＼構造 層状部分での層法線とディレクターの関係

TGBA相 平行 (図 1.4(a))

TGBC相 一定角度傾いていて傾く方向が一様 (図 1.4(b))

TGBC*相 一定角度傾いていて傾きの方向が面毎に違う。

層法線を軸とした螺旋秩序が見られる (図 1.4(c))。

図 1.20: TGB相は層状部分の分子配向によってさらに 3つに分かれる。分類の仕方は Sm相の場合と同じで
ある。
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1.3 層状液晶の欠陥相

図 1.21: 界面活性剤の液晶領域における TGB相の写真 [30]。凍結割断透過電子顕微鏡 (FFTEM)による。左
上のスケールバーは 500nmを表す。

いている相は，ディレクターが層法線を軸として螺旋秩序を持っているか否かでTGBC相，TGBC*

相に分けられる (図 1.20)。

このTGB相は普遍性と単純性を持つことから注目されてきた。普遍性とは超伝導体とのアナロジー

である。液晶の場合には，大域的な層構造がTEM(透過電子顕微鏡)で観測することが出来るので，欠

陥周辺の層構造にまで迫りやすい利点がある (図 1.21)。従って，理論的な欠陥構造の研究も実験との

比較が可能である。また，TGB相に付随して超伝導体の渦糸液体相と対応する液晶相も提案されて

いる [24]。この相は欠陥構造の熱揺らぎによって安定化しキラルライン (NL*)相と言われる [24]。一

方，TGB相の単純性とは他の欠陥構造を持つ液晶相と比較して最も単純な構造を持つ点である。他

の相は 3次元的な欠陥秩序を持っていたり熱揺らぎが加わらないと安定化しない。3次元的な欠陥相

のクラスはスメクチックブルー (SmBP)相と言われる (図 1.22，図 1.23) [25–27]。空間を走る欠陥の

ネットワークが格子を組んでいる。現在，実験では立方対称性を持つものと六方対称性を持つものが

報告されている。しかし，具体的な空間構造はまだ明らかになっていない。図 1.23は幾つかある立方

対称構造の 1つの候補で，SmA相よりエネルギーが低くなりうることが理論で示されている [27]。別

の候補の構造には TGB相の捩れ軸が螺旋をなしている構造も提案されている [28]。実験から空間的

な対称性が決まったときに，具体的にどのような欠陥の空間構造が実現されるのかという問題をエネ

ルギー最小化によって理論的に解く必要がある。また，欠陥が可視光スケールの単位格子を持つ 3次

元の周期構造を含むことから，光デバイスとしての応用も研究されている [29]。これらのスメクチッ

クブルー相あるいはNL*相に対し，TGB相は捩れ軸についての一軸性構造で，欠陥構造の熱揺らぎ

を考慮しなくても平均場近似の範囲で安定になる。最も単純なTGB相の欠陥構造を理解することで，

更に高次元の他の相の欠陥構造の理解にも繋がると考えられる。普遍性と単純性のどちらをとっても，

TGB相の欠陥構造を研究することには意味がある。
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図 1.22: スメクチックブルー相，NL*相を含む相図 [26]。液
晶には単量体と長さが 2倍の二量体を用いた。上部の図は二
量体と単量体の分子式である。左の相図の横軸は単量体の体
積分率。右の相図の横軸は二量体中の光学異性体の割合。縦
軸は共通して温度である。TGB相と等方 (Iso)相の間にNL*
相，ブルー相が現れる。SA は SmAである。

図 1.23: 実験の相図 (図 1.22) 中の
SmBPX1相に対応すると理論で考えら
れている層構造 [27]。スメクチックの
層が丸まりタマネギ状の形をなして立
方格子状に並ぶ。中心には欠陥がある
と考えられている。

(a) (b)

x

ld

図 1.24: TGB相の螺旋欠陥の (a)FFTEM写真 [21]と (b)対応する概念図。破線は螺旋転位を表し，捩れ軸は
水平方向にとってある。螺旋転位の場合，(b)のように粒界を跨いで残る層 (白)と残らない層 (灰色)が存在す
る。残らない層は粒界面で消える。手前の層の切り口を赤点線で表した。(a)の写真では左右の 2つの層状部分
を結晶粒界が中央で分けていて，粒界を跨いで残る層と残らない層がある。層の切り口が黒い影で見える。こ
れが (b)の赤点線に対応する。残らない層は全て粒界面で消える。これは螺旋転位を示す。写真の横の長さは
約 200nmである。
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1.4 問題点と本研究の目的

図 1.25: 修士論文で数値計算した TGB相のスナップショット [31]。曲面は層構造を，矢印はディレクターを
表す。捩れ軸は紙面に対して垂直である。計算したパラメータ領域において螺旋転位を伴った結晶粒界が確認
できる。

粒界構造



Ψ =一様


Iso −→ × (液晶分子の配向エネルギーが損)

N −→ × (nのキラリティのエネルギーが損)

N∗ −→ ○ (nのキラリティのエネルギーが得)

Ψ =非一様 −→必ずΨ 6= 0の領域存在 −→螺旋転位列 (詳細は本文および図 1.27) −→

−→

 曲線列 −→ × (nの Frank弾性エネルギーが損)

直線列 −→ ○ (nの Frank弾性エネルギーが得)

図 1.26: TGB相における粒界構造の全ての可能性。最終的には粒界面内で一様に N*相になるか，平行な螺旋
転位列をとるかのどちらかに絞られる。

1.4 問題点と本研究の目的

前節の通りTGB相の欠陥構造の研究は，普遍性，単純性の面から意味がある。TGB相の欠陥構造

とは即ち粒界の構造である。最初に粒界構造を考察し，次にそれに関わる最近提示された問題を説明

する。

1.4.1 TGB相の欠陥構造の問題点

それでは TGB相の結晶粒界はどのような構造なのか？　従来は渦糸格子相からの類似により粒界

内部に平行な螺旋転位が一定間隔 ldをなして走っていると考えられていた。これは，一部のパラメー

タ領域において実験でも実証され，数値計算でも確認された (図 1.24 [21]，図 1.25 [31])。しかしな

がら，ここではあらゆる可能性を排除せずにもう一度トップダウン的に考えたい (図 1.26)。というの

も，平行な螺旋転位以外の可能性が近年の実験で示唆されたからである [32]。
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結晶粒界がどのようなものであれ，粒界面内に渡って秩序は一様か非一様かのどちらかである。秩

序が一様の場合は捩れ軸方向についての 1次元構造であり，非一様ならば粒界面内でΨが変化する 2

次元構造である。もし一様ならば必ずΨ = 0となり層状秩序は消える。仮に粒界面内で一様に層状秩

序が残っているとディレクターは螺旋秩序をとれないからである (図 1.6)。従って粒界面内では一様に

Iso相か N相か N*相の構造を局所的にとる。ここで，TGB相の実験では多くの場合において N-Iso

相転移点より十分低温なので [23,32]，液晶分子の配向は粒界面内で揃う方が自由エネルギーを小さく

できる。従って Iso相の可能性は排除して良いだろう。また，螺旋秩序を含んだ方がキラリティによ

るエネルギーを最小化できる。従ってN*相が選ばれる。(ただし，粒界面の厚さが十分に薄ければ捩

れ軸方向にディレクターはそれほど回転しない。それゆえ，ディレクターの変化が問題になることは

少なく層状秩序が消えるか否かが問題になることが多い。従って粒界面内で N相と N*相の違いはあ

まり問題にならない。この意味で近似的に N相とする論文もある [32]。）まとめると，もし粒界面内

にΨが一様ならばN*相 ('N相)をとることになる。

(a) (b) (c)

x

yz

C
S

図 1.27: 層状秩序が粒界面内で一様でないときの欠陥構造。(a)層状構造は y軸方向に周期的である。従って，
もし粒界面上で Ψ 6= 0の領域 (赤丸)があれば Ψ 6= 0の領域は y 軸方向に周期的に存在する。それらの領域を
通る閉経路 Cに沿うと層変位は層間隔の整数倍だけ変化するので螺旋転位が存在する。螺旋転位は，(b)のよ
うに曲がると弾性エネルギーが損になる。従って (c)のようなほぼ直線な螺旋転位列をとる。

次にΨが粒界面内に非一様な場合を考える。この場合は粒界面内で必ずΨ 6= 0の領域が存在する。

従って局所的に層状秩序が存在し粒界面外の層と繋がっている。粒界面外の層構造は yz平面方向に周

期的なので，この層状秩序が残っている領域も周期的に存在する。この領域を隣接する層状領域を繋

ぐと図 1.27のCのような閉経路を作ることが出来る。閉経路 C 上では層は存在するので層変位 uを

定義できる。粒界面外の 2つの層状部分は粒界を隔てて一定角 αずれているので，経路を 1周すると

層変位の変化
∮
C dS · ∇uは 0でない有限の値を持つ。これは，経路内に螺旋転位が存在することを意

味する。そして，粒界面外の層構造は yz平面方向に周期的なので，螺旋転位はある一定の間隔 ldの列

をなす。層状秩序Ψは，螺旋転位の中心でΨ = 0となり中心からΨの相関長 ξの範囲で小さな値をと

る。また，捩れ角 αが大きくなるほど粒界を挟んだ層構造のミスマッチが大きくなる (図 1.28)。1つ

の螺旋転位によって解消できるミスマッチは 1層分なので (図 1.8(b))，αが大きくなるほど転位の密

度は増える。それでは螺旋転位列は直線か曲線のどちらだろうか？　この場合は直線の可能性のみが

残る。理由は螺旋転位が曲がりうるスケールにある。螺旋転位が曲がるには層状秩序とディレクター

の方向変化の両方を伴うので，螺旋転位の方向相関長はmax(ξ, λ)となる。粒界の典型的な構造は粒
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(a) (b)

x

y

α

l

x

y

α

l

図 1.28: 捩れ角 αの変化による層構造の変化。一定区間 lでの層のずれを赤の矢印で表した。αが (a)小さい
ときより (b)大きいときの方が粒界を挟んだ層のずれが大きい。

界の厚さ ξ 若しくは層の周期 dで特徴付けられる。典型的な実験の値では d, ξ � λなので [23, 32]，

螺旋転位は近似的に直線状である。まとめると，もし粒界面内でΨが非一様ならば粒界の構造は平行

螺旋転位の列に限られる。

以上より，結晶粒界の構造は，面内での局所的なN*('N)相か，超伝導とのアナロジーから提唱さ

れた平行な螺旋転位列，の 2つの可能性に絞られる。

1.4.2 研究の目的

前小節で粒界の構造には 2つの可能性があることが分かった。第 1の平行な螺旋欠陥列は TGB相

が提唱されると共に理論で予言され実験で確認された [18, 21]。実験で確認できた理由は，捩れ角 α

が小さいと螺旋転位の密度が小さくなるので，螺旋転位間隔 ld が実験の分解能を上回っていたから

である。一方，第 2の粒界面内で完全に層状秩序が溶ける構造は，実験で明示的に報告されたことは

ない。ただし近年，TGBA相においてその第 2の可能性も許容する実験結果が報告され，対応する

モデルが提唱された。これをMGB(メルテッドグレインバウンダリー)相と言う [32–34]。従来の実

験 [19,21–23]と違って捩れ角が α = 60◦，90◦と大きいために 2つの粒界構造のどちらが実現される

のかを判断するのが困難になる：もし，螺旋転位列ならば転位間の距離が短くなり実験での分解能以

下になるため転位を観測することが不可能になる。大きな捩れ角では隣接する結晶粒の層構造のミス

マッチが大きいので，大きな層変位のずれを埋めるために転位の密度が高くなるからである。また，

面内で完全に層が溶ける可能性も高い。転位間の距離が層状秩序の相関距離 ξ以下になることで，隣

り合う転位のコア (Ψが小さくなる領域)が重なり，完全に溶けた状態に連続転移しうるからである。

実験では分解能のために 2つの可能性をこれ以上直接観察によって絞り込むことは出来ない。
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(a) (b)

x x

図 1.29: 粒界構造の 2つの可能性。(a)面内で層状秩序が溶けた構造 (MGBA構造)と (b)平行な螺旋転位列
(TGBA構造)がある。実際の TGB相の結晶粒界構造は (a)(b)の 2つの間であると考えられる。どちら寄り
の構造が選択されるのかを本研究で明らかにする。(a)は捩れ軸方向についての 1次元構造，(b)は面内での 2
次元構造をとる。

そこで，本研究では TGBA相の 2つの粒界構造のどちらがどのような条件下 (温度，キラリティ)

で安定になるのかを理論的に解析する。2つの構造は連続的に転移しうる。螺旋転位列の間隔Ψの相

関長 ξ より小さくなると，粒界面内全域にわたって Ψ → 0に収束するからである。従って，実際に

実現されるのは 2つの中間状態である。ここでは解析の簡略化のために 2つの極限的な場合について

安定性を議論した。一つは粒界面内で完全に層状秩序が消滅する極限 (1次元的な欠陥)，もう一つは

平行な螺旋転位が粒界内に存在する極限 (2次元的な欠陥)である。この極限では 1つ 1つの螺旋転位

による層変位の線形重ね合わせから，粒界による層変位が全ての空間での一意に決まる，と仮定する。

本研究ではそれぞれの構造の極限をMGBA構造，TGBA構造と改めて定義する (図 1.29)。以後は

この表記に従う。

TGBA相の空間構造の 2つの候補であるTGBA構造とMGBA構造の解析をして，どちらが選択

されるかを明らかにするために以下のアプローチをとる。最初に，液晶の欠陥を形成する要因が層状

秩序変数Ψ = ψ exp(iφ)と配向秩序を表すディレクターnであることから，各々について重要な要素

が何であるのかを明らかにする。このうち層状秩序は，振幅を表す絶対値 ψと層変位を記述する位相

φに分けられる。配向秩序の弾性と層変位の弾性は，配向秩序の自由度を断熱消去した有効層弾性に

まとめて現れる。そこで第 2章ではこの有効層弾性について欠陥を含まない SmA，SmC相で詳しく

考察する。第 3章では第 2章の結果を踏まえて TGBA構造について解析し，液晶以外の系における

1次元的・2次元的両方の欠陥構造と比較をする。ここでは層状秩序変数Ψの空間変化をきちんと取

り入れた部分が過去の研究とは本質的に異なる。この点はMGBA構造と比較するために不可欠であ

る。第 4章では TGBA構造とMGBA構造の自由エネルギーを比較してそれぞれが安定になる条件

を明らかにし，相図を求めた。また，実験でTGBA構造寄りかMGBA構造寄りかを判別する方法を

提案する。最後の第 5章では，全体の総括と今後の研究の方向性を示して結びにする。
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第2章 スメクチックA相及びスメクチックC相の

有効層弾性論

前章では層状液晶の構造を記述する現象論的な LdG自由エネルギーを導入した。本章ではこのモデ

ルを用いて，過去の私の SmA相と SmC相の有効層弾性の研究 [35]から，後のTGBA構造，MGBA

構造の解析に必要な事柄を中心に説明する。液晶は分子の重心と分子の方向の 2つの自由度を持って

いることから 2つの変数Ψ，nを持ち，これら 2つの自由度の相互作用が他の高分子系やコロイド系

などには無い特徴を示す。最初にΨとnの相互作用を担う LdGモデルのエネルギー成分の物理的意

味を述べる。このカップリングエネルギーに起因する弾性効果を，層法線とディレクターが平衡状態

で一致する SmA相の場合について述べる。次に，平衡状態でディレクターが層法線から一定角度だ

け傾く SmC相について同様の弾性効果を簡単に説明する。
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第 2章 スメクチックA相及びスメクチック C相の有効層弾性論

2.1 LdGモデルのカップリングエネルギーとSmA相の有効層弾性

LdG自由エネルギー (1.4)

F =
∫
dr

[
τ |Ψ|2 +

g

2
|Ψ|4 +B|(∇− iq0n)Ψ|2

]
+
∫
dr[K1(∇ · n)2 +K2(n · ∇ × n − k0)2 +K3(n ×∇× n)2] (2.1)

は，第 1行第 1，2項のΨによるスメクチックエネルギー，第 2行のnによる Frank弾性エネルギー，

第 1行第 3項のΨとnのカップリングエネルギーの 3成分からなる。ただし定数項は無視した。この

うちカップリングエネルギーは空間を一様に回転させる変換に対して対称である。これは超伝導体の

Ginzburg-Landauモデルの運動エネルギー項が大域的ゲージ対称性を満たすことと同じである。この

ようにカップリングエネルギーの形はマクロな対称性から説明することができるが，ここでは微視的

な物理的意味を述べる。次にカップリングエネルギーの効果の例として SmA相の層の弾性を述べる。

ReΨ

z

-ψ0 ψ0

▽φ

図 2.1: 複素オーダーパラメータ Ψ = ψ exp(iφ)の振幅 ψ と位相 φの意味。ψ が大きいと分子の重心位置は各
層の中心面上に揃うが，ψ が小さいと揃い方が乱れる。φの変化する方向 ∇φは層法線の方向を表す。大きさ
|∇φ|は位相の変化率なので層間隔が広いほど |∇φ|は小さくなり，層間隔が狭いほど |∇φ|は大きくなる。

最初にカップリングエネルギーの物理的意味を考える。層状秩序は複素秩序変数Ψで表せるが，絶

対値と位相に分けてΨ = ψ exp(iφ)と書く。ψは層状秩序の強さを表し φは層の周期性を表す。φの

変化する方向が層の繰り返す方向なので，単位ベクトルである層法線mはm = ∇φ/|∇φ|と表せる。
また，φの変化の大きさは層の周期に対応するので局所的な層周期は 2π/|∇φ(r)|と表せる。図示す
ると図 2.1のようになる。これらの定義から LdGモデル (1.4)のカップリングエネルギーは，

|(∇− iq0n)Ψ|2 =
∣∣∣∣∇ψ − iψ (|∇φ| − q0) n + iψ|∇φ| (m − n)

∣∣∣∣2 (2.2)

と書き直せる。右辺の絶対値記号内第 1項は層状秩序の強さ ψの空間変化を抑える効果がある。これ

は層状秩序を均一にすることで並進エントロピーを稼ごうとする効果であり，グラジエント項と言う

ことにする。第 2項は，層状秩序が層間隔を平衡値 d = 2π/q0に合わせる効果であり層圧縮項と呼ば
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2.1 LdGモデルのカップリングエネルギーと SmA相の有効層弾性

れ，dはほぼ液晶分子の長さに対応する。また ψが (|∇φ| − q0)の係数であることは，層状秩序が強い

ほど層間隔を平衡値 dに揃える効果が強いことを意味する。第 3項は，ディレクター nと層法線m

を一致させる効果を持ち，n ‖ mで安定になる SmA相の性質を反映したものである。n ‖ mで安定

になる微視的な理由は，層面内での分子の並進エントロピーを稼ぐために層面に射影した分子の面積

が最小になるからである。この第 3項をロッキング項と言うことにする。このロッキング項も層圧縮

項と同様に (m − n)の係数に ψが入る。これは，層状秩序が強いほどロッキングの効果が強いこと

を意味する。逆に，もし何らかの理由でm 6= nとならざるを得ない場合には，ロッキングの項全体

としてエネルギーを下げるために ψは小さくなる。つまり，安定な SmA相の層状秩序はmと nの

乖離が大きくなると弱くなる。

液晶が，高分子やコロイド系などのソフトマテリアルの中でも特徴的なのは，分子の重心の他に分

子配向という自由度があることである。それゆえにマクロな構造を記述する変数も，層法線を決める

層状秩序Ψとディレクターnの 2種類ある。ロッキング項は層状秩序とディレクターの相互作用を記

述する重要な項である。例えば本章の SmA相や SmC相の層弾性では層構造の変形をディレクター

の変形に伝え，第 3章の TGBA構造や第 4章のMGBA構造の解析では構造を決めるキーとなる。

このロッキング項の効果を見るために SmA相の層構造の弾性を求める。基準となる平衡状態での

層法線と平行に z軸をとる (図 1.5(a))。また，層構造の歪みは層変位 uで記述されるので (図 1.5(b))，

目的は LdGモデル (1.4)を uのみの自由エネルギーで表すことである。今，ネマチック-スメクチッ

クA転移点より十分低温で SmA相を考えると，層状秩序は十分に強く ψは平衡値 ψ0をとるとして

良い。従って複素秩序変数はΨ = ψ0 exp [iq0(z − u)]と表せる。層変位 uを摂動とすると，ディレク

ターは層変位に伴う変形 δnも摂動として n = ez + δnと表せる。nの規格化条件より δnの z成分

は 0となる。これらより LdG自由エネルギー (1.4)は，

F =
∫
dr

Bψ2
0|∇u+ δn|2 +K

∑
i,j=x,y,z

(∂iδnj)2
 (2.3)

となる。第 1項はカップリングエネルギーで，第 2項は Frank弾性エネルギーであり簡単のために

K = K1 = K2 = K3とした。次に，この自由エネルギーを δnについて変分をとって最小化する。最

小化した自由エネルギーを Fourier空間で表すと，

F = Bψ2
0

∫
d3q

(2π)3
[
q2z + γ(q)q4⊥ + γ(q)q2⊥q

2
z

]
|u(q)|2 (2.4)

γ(q) =
λ2

1 + λ2q2
(2.5)

となる。⊥は層法線に直交する方向である x, y軸を表す。第 1項の q2z |u(r)|2は実空間に直すと (∂zu)2

となってこれは層間隔をずらす変形に対して値を持つので，層圧縮弾性に対応する (図 2.2(a))。一方，

第 2項の q4⊥|u(r)|2は実空間では (∇2
⊥u)

2となり，層構造を曲げる変形に対して値を持つので，層曲

げ弾性を表す (図 2.2(b))。層圧縮弾性率はBψ2
0 で一定だが，層曲げ弾性率Bψ2

0γ(q)は変形のスケー

ルに依存し∼ λで減衰する。これは層曲げ弾性がディレクターの弾性によることが原因である。もし

ロッキング項が支配的だとすると δn ' −∇⊥uなので，式 (2.3)の Frank弾性エネルギーに含まれる

広がり (splay)項は，

K

∫
dr(∇ · δn)2 = K

∫
dr(∇2

⊥u)
2 (2.6)
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第 2章 スメクチックA相及びスメクチック C相の有効層弾性論

となる。これはディレクターのFrank弾性エネルギーが，ロッキング項を通して層曲げ弾性エネルギー

に寄与していることが分かる。ディレクターは相関長 λより長いスケールでは変化できるが，λ以下

のスケールでは自由エネルギーのペナルティが大きくなり変化できない。従って波数 q � λ−1の長い

スケールで層変位が変化する場合には，ディレクターは層変位の変形に追随することが出来る。従っ

て Frank弾性エネルギーが効くので層曲げ弾性も発生する (図 2.3(a))。しかし波数 q >∼ λ−1の短いス

ケールで層変位が変化する場合には，ディレクターは層変位の変形に追随することが出来ない。従っ

て Frank弾性エネルギーが効かないので層曲げ弾性は小さくなる (図 2.3(b))。

このように層状秩序とディレクターのカップリングエネルギー，その中でも特にロッキング項は層

の弾性に大きな影響を及ぼす。

(a) (b)

x

z

O
dβd x

z

O

図 2.2: 層変位の変形による弾性の種類。変形前の層構造を破線，変形後の層構造を実線で表した。(a)層圧縮
(u = (β − 1)z)。∂zu = β − 1，∇2

⊥u = 0の層変形。層間隔が β 倍されている。(b)層曲げ変形。∂zu = 0を
満たし，曲率が∇2

⊥u 6= 0となる。

(a) (b)

||(= z)

(= x,  y)

図 2.3: SmA相における層の曲げ変形。曲げのスケール別に (a)q � λ−1，(b)q >∼ λ−1 の場合に分けた。
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2.2 Chen-LubenskyモデルとSmC相の有効層弾性

SmC相や SmC*相など，ディレクターが層法線から傾いた安定構造を記述するには LdGモデル

(1.4)を拡張する必要がある。数々の SmC相や SmC*相を含む相転移や臨界現象の実験から，最も支

持されている現象論的モデルが Chen-Lubenskyモデルである [36]。層法線とディレクターのずれを

表す微分演算子D = ∇− iq0nと，ディレクターの垂直成分を取り出す射影演算子 δ⊥ = 1− nn を

用いると Chen-Lubenskyモデルは，

F =
∫
dr

[
g

2

(
ψ2 − ψ2

0

)2
+ C‖nn : (DΨ)(DΨ)∗ + C⊥δ⊥ : (DΨ)(DΨ)∗

]
+
∫
dr
[
D‖|nn : DDΨ|2 +D⊥|δ⊥ : DDΨ|2 + 2D‖⊥< ((nn : DDΨ)(δ⊥ : DDΨ)∗)

]
+K

∫
dr

∑
i,j=x,y,z

(∂inj)2 (2.7)

である。<(· · ·)は (· · ·)の実部を表し，A : BはA : B =
∑

i,j AijBij を表す。LdGモデルからの変

更点は，1行目の第 2項と第 3項のように分子の異方性を反映させてディレクターの平行方向と垂直

方向にカップリングエネルギーを分けてそれぞれの層圧縮弾性係数をC‖，C⊥としたことと，第 2行

に 4次のカップリングエネルギーを加えたことである。D‖，D⊥，D‖⊥はそれぞれディレクターにつ

いての平行成分，垂直成分，およひそれらのクロスタームについての 4次の層圧縮弾性係数である。

ディレクターは層法線から µだけ傾いて安定化するとする。この µをチルト角と言うことにする。層

状秩序を SmA相の場合と同じようにΨ = ψ0 exp(iφ)，層法線をm = ∇φ/|∇φ|と表す。微分演算子
DをΨに作用させるとDΨ = ic̃|∇φ|Ψとなる。ここで c̃は層法線のうちディレクターに垂直な成分

である (図 2.4)。この c̃ベクトルが 0だと SmA相，0でなければ SmC相になる。従って式 (2.7)に

おいて，C⊥ < 0，D⊥ > 0なら SmC相が安定になる。係数が C‖ やD‖ などのディレクターに平行

なカップリングエネルギーの成分は，平坦な層構造の場合 n · DΨ = 0となるので自由エネルギーに

寄与しない。以上より Chen-Lubenskyモデル (2.7)が確かに SmC相を記述することが分かった。

次にこの SmC相の層に曲げ変形を加えることを考える。層変位の変形をサイン波 ∝ sin(q · r)と

し，波数 qは変形前の層面と平行とする。また，c̃ベクトルの代わりにディレクターを層面に射影した

cベクトルを用いてディレクターの傾きを表すことにする。cベクトルと qのなす角度を θとした (図

2.5)。層を曲げやすい方向 qは自由エネルギー (2.7)により決まり，4次の層圧縮弾性係数D⊥，D‖⊥，

D‖ に大きく依存する (図 2.6)。θが 0◦，0 ∼ 90◦，90◦ の 3つの領域に分かれ，D‖ を大きくすると

θ = 0◦から 0 ∼ 90◦となり，D⊥を大きくすると θ = 90◦から 0 ∼ 90◦を経て 0◦となる。つまりD‖

を大きくするほど θは大きくなりD⊥ を大きくするほど θは小さくなる。これらの理由を説明する。

摂動を加えた層構造ではChen-Lubenskyモデル (2.7)の微分演算子Dには c̃ベクトルの他に層変位

が変化する方向∇u，即ち qが含まれている。例えば，(2.7)のD‖に比例する項D‖|nn : DDΨ|2の
DDには qqが含まれ，nnには ccが含まれる。従ってこの項は c ‖ qの層変形に対してエネルギー

ペナルティを持つので，θ = 90◦を好む。同様にして (2.7)のD⊥に比例する項D⊥|δ⊥ : DDΨ|2は
θ = 0◦を好む。以上により図 2.6の定性的傾向が説明される。これは，外部からの層変形という力学

的な摂動が液晶分子の配向という内的な自由度を制御できることを意味する。そして分子配向は液晶

の光学的異方性を決める。従って，これらの性質を組み合わせれば，力学的摂動を光学的応答で返す

センサーなどに応用することが出来ると考えられる [37–40]。
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dcosμ

~c

m
n

c

μ
μ

図 2.4: 層法線に対して傾いているディレクターの表し方。傾きの角度をチルト角 µで表した。棒状分子の長軸
方向の周期を dとすると層間隔は d cosµとなる。傾きの方向は c̃または cベクトルのいずれかで表され，どち
らを用いても良い。層法線のディレクターに垂直な成分を表したものが c̃，ディレクターの層法線に垂直な成分
を表したものが cである。

以上のように層変位とディレクターの振る舞いには，カップリングエネルギーが大きく関わってい

ることが分かった。
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n

c

μ

m q

z

y

θ

図 2.5: ディレクターの傾きを表す cベクトルと層変形を表す波数ベクトル qの関係。2つのなす角を θとした。
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図 2.6: 4 次の層圧縮弾性係数 D⊥，D‖，D‖⊥ を変えたときの，層変形しやすい q の c ベクトルとなす角度
θの様子 [35]。面 (3)より奥では層構造が安定とならない。D⊥，D‖，D‖⊥ は無次元化している。チルト角は
µ = 50◦，曲げの波数は q = 2× 108m−1とナノスケールの層変位を加えている。層圧縮弾性係数は典型的な値
C‖ψ

2
0 , C⊥ψ

2
0 ∼ 10−10dynとしている。
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第3章 秩序変数 |Ψ|の空間変化を考慮したTGBA

構造の解析

前章の解析により，LdGエネルギーのうちスメクチックのエネルギーと Frank弾性エネルギーの

他に層法線とディレクターのロッキング項が層弾性においてとても重要な役割を持っていることが分

かった。本章ではこのことを踏まえて更に層状秩序の強さの空間変化を考えて TGBA構造の欠陥構

造を解析する。これによりMGBA構造との比較が初めて可能となる。TGBA構造では螺旋転位が

消えずに残っているために全空間での層変位が螺旋転位列によって決まる。捩れ角 αは螺旋転位列の

間隔を決めるので，TGBAの層構造は αの大小によって性質が大きく異なる。αが小さい場合では，

SmA相との相転移点および粒界における螺旋転位 1つ当たりのエネルギーを求める。αが大きい場合

では，N*相との相転移点を求める。解析では，幾何学的拘束から層法線とディレクターのなす角度が

大きくなるので，LdG自由エネルギーのカップリング項の働きに着目する。

本章では，まずTGBA構造に重要ないくつかの特徴的長さ・角度を定義してその性質を述べる。こ

れを踏まえて今までのTGBA構造の研究をレビューする。それらの問題点を明らかにした上で |Ψ|の
変化を取り入れた本章の解析の目的を述べる。最初に単一の螺旋転位の構造を解析する。次にその平

行列である粒界コアの局所構造を明らかにして，TGBA構造の層状部分も含めた大域的構造を解析す

る。最後にこれらの解析結果について議論する。
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3.1 特徴的な長さ・角度

TGBA構造には数多くのパラメータが含まれる。図 1.19の幾何学的なパラメータだけでなく，LdG

自由エネルギー (1.4)にも多くのパラメータがある。最初に各パラメータの意味を説明して 4つのグ

ループ

[A] 相図の座標軸となるパラメータ

[B] [A]に依存せずに決まるパラメータ

[C] [A]によって決まるパラメータ

[D] 自由エネルギー最小化によって初めて決まるパラメータ

(3.1)

に分ける。

[A]の相図の座標軸となるパラメータは，温度 τ とキラリティ k0 である。τ は無次元温度であり

τ = (T − TNA)/TNAである。TNAはキラリティが無い場合に SmAの層状秩序が消えてN相になる

転移温度である。従ってTGB相では常に τ < 0となる。k0は逆に層状秩序が無いと仮定したときの

N*相の螺旋ピッチの波数である。TNAも k0もそれぞれキラリティ無し・層状秩序無しの仮定が入る

ので実験で測定することは難しい。特に，k0を定量的に液晶の実験と対応させるのは LdGモデルで

は不可能である。k0は分子構造 (炭化水素基の個数など)で決まるため連続的に調節できないうえ，温

度によって大きく変わることが実験で分かっている [41,42]からである。しかし，TGB相はN*相と

平均場近似の範囲内では連続転移するので [18]，N*相との転移点近傍でのみN*相で測った螺旋ピッ

チを k0 に用いることが出来る。TGB相が安定になる温度の幅は 1 − 30K [26, 43, 44]，螺旋ピッチ

2π/k0は 100 − 1000nmのオーダーである [19, 21–23,32]。

次に層構造の幾何学的なパラメータを述べる (図 3.1)。層間隔 d，捩れ角 α，層状部分の長さ lb，粒

界内の転位の間隔 ld である。dは液晶分子の長さ程度である。それぞれの典型的な長さスケールは

d ∼ 1nm，lb ∼ 10−1000nm，ld ∼ 10nmであり，αは0 ∼ π/2の全ての範囲をとり得る [19,21–23,32]。

図 3.1(b)から分かる通り

ld =
d

2 sin(α/2)
(3.2)

が成り立つ。[B]の定数の物質パラメータは dのみである。それ以外の α，lb，ldは，物質パラメータ

ではなく [D]の自由エネルギーの最小化によって決まる量である。自由エネルギー (1.4)は式 (1.7)よ

り SmA相を基準にして，

F̃ = F/B

=
∫
dr

[
1

2ψ2
0ξ

2

(
|Ψ|2 − ψ2

0

)2
+ |(∇− iq0n)Ψ|2

+q20ψ
2
0λ

2
∑

i,j=x,y

(∂iδnj)2 − 2q20ψ
2
0λ

2k0n · ∇ × n
]

(3.3)
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3.1 特徴的な長さ・角度

(a) (b)

d

α

ld

lb x

y

z

d

2ld
d/(cosα/2)α/2

x

y

z

図 3.1: TGBA構造の幾何学的パラメータ。座標軸は真ん中の粒界構造に合うようにとってある。(a)層状部分
の構造とパラメータ。(b)捩れ軸方向から見た結晶粒界の構造とパラメータ。d，ld，αには ld = d/(2 sin(α/2))
の関係がある。粒界部分内部の層間隔は d/ cos(α/2)となる。太線が螺旋転位である。

と書ける。ただし q0，ψ0，ξはそれぞれ層状構造の密度波の波数，層状秩序の平衡値，Ψの相関長で，

q0 = 2π/d，ψ2
0 = −τ/g，ξ =

√
−B/τ である。Frank弾性係数 (式 (1.1)参照)は簡単のために全て

同じ値K ≡ Ki (i = 1, 2, 3)とおいて侵入長 λ =
√
gK/(−Bτ)/q0 とした。ここでは Frank弾性係

数の比の違いによる欠陥の構造を知りたいのではなく，|Ψ|の変化を取り入れたときの欠陥の構造を知
りたいからである。以上より ψ0，ξ，λは [C]の温度によって決まる量である。ψ0は層状秩序の強さ

のみを表すのでスケールはこちらで任意に決めることが出来る。従って ψ0 に典型的なオーダーは存

在しない。一方 ξ ∼ 1 − 10nm，λ ∼ 10 − 1000nmである [19, 21–23, 32]。その他の弾性定数B，K

は物質によるパラメータで典型的なオーダーでB ∼ 106dyn/cm2，K ∼ 10−6dynである [1]。以後よ

く使うパラメータを表 3.1にまとめる。2つの無次元量であるGinzburgパラメータ κ = λ/ξ ∼ 100

と q0ξ ∼ 30もよく用いる。1 � q0ξ < κが仮定できる [32]。また，層状秩序の相関長 ξよりディレ

クターの相関長 λが長い London極限 (κ→ ∞) [20]では 1 � q0ξ � κが成り立つ。

パラメータ名 パラメータ 分類 ((3.1)参照) 典型的なオーダー

Ψの相関長 ξ [C]温度によって決まる 1 − 10nm

nの相関長 λ [C]温度によって決まる 10 − 1000nm

層の波数 q0 [B]温度・キラリティに依存しない 10nm−1

捩れ角 α [D]自由エネルギー最小化で決まる 0 − π/2

層状部分の長さ lb [D]自由エネルギー最小化で決まる 10−1000nm

粒界内の螺旋転位列の間隔 ld [D]自由エネルギー最小化で決まる 10nm

Ginzburgパラメータ κ [B]温度・キラリティに依存しない 100

無次元パラメータ q0ξ [C]温度によって決まる 30

表 3.1: 以降でよく使うパラメータの表 [19,21–23,32]。1 � q0ξ < κを仮定できる。
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式 (3.3)の項は左上から順に，スメクチックエネルギー，カップリングエネルギー，Frank弾性エ

ネルギー，キラリティのエネルギーである。以後，エネルギー成分にはこの定義を使い，自由エネル

ギーにはBで規格化した自由エネルギー F̃ を用いる。

3.2 これまでのTGBA構造の研究・問題点

TGB相の構造は捩れ角 αによって大別される。αは前節の通り物質パラメータではないが，散乱

実験などで観測しやすい。それだけでなく，後述するように TGB相の構造を大きく変える。これを

反映して理論の適応範囲も αの大きさによって変わってくる。従って本節でも従来の研究を αの大小

別に概観し問題点を取り上げる。その問題点を踏まえて本研究の TGBA構造の解析で注目する事柄

を述べる。

3.2.1 これまでの研究 (捩れ角 αが小さいとき)

TGB相を初めて提唱したのはRennとLubenskyによる理論の論文 [18]である。彼らはAbrikosov

による超伝導体の渦糸格子相の解析 [45]を液晶に応用し，低温相である SmA相とTGB相の境界 (下

部臨界キラリティ kc1)と高温相であるN*相とTGB相の境界 (上部臨界キラリティ kc2)を計算した。

この解析は αが小さい場合のみ有効である。液晶と超伝導体の違いは次元性である。超伝導体の渦糸

格子相は 2次元的であり磁場の方向には一様と見なせる (図 1.18)。しかし，液晶のTGB相は 3次元

的構造でどの方向にも一様でない。即ち，液晶の TGB相を超伝導体の渦糸格子相と平行に議論でき

るのは，TGB相の 3次元構造が近似的に 2次元構造と見なせるとき，即ち αが小さいときのみであ

る。αが大きい場合には，層構造の捩れを取り入れるために LdGエネルギー (1.4)の座標は曲線座標

に変換されるので数学的扱いが煩雑になる。この為，ほとんどの理論的研究は αが小さい場合の解析

である。

下部臨界キラリティ kc1は SmA相と TGBA構造の自由エネルギーの比較で求まる。SmA相では

平たい層構造のためにスメクチックエネルギー・カップリングエネルギー・Frank弾性エネルギーで

は得をするが，ディレクターが捩れないのでキラリティのエネルギーでは損をする。逆にTGBA構造

では螺旋転位によって層とディレクターが乱れるのでスメクチックエネルギー・カップリングエネル

ギー・Frank弾性エネルギーで損をして，キラリティのエネルギーで得をする。螺旋転位によって層

を捩ることが出来るからである (図 1.8)。SmA相のエネルギーは式 (3.3)から 0である。一方，TGB

相の 1つの螺旋転位のエネルギー損は，転位線の単位長さあたり，

πψ2
0 ln((λ/a)2 + 1) ' 2πψ2

0 ln(λ/a) (λ� aのとき) (3.4)

である [18]。aは転位コアで Ψ ' 0となる半径で通常は a ∼ ξ とされる。粒界で考えると単位体積

あたり (2πψ2
0 lnκ)/(ldlb)のエネルギー損となる。一方，キラリティのエネルギー得は式 (3.3)より

単位体積あたり 2ψ2
0λ

2k0α/lb である。SmA相と TGBA構造の転移点で k0 = kc1 となることから，
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kc1 = lnκ/(2q0λ2)を得る。ただし αは小さいとして式 (3.2)を用いた。この kc1 の形は超伝導体の

下部臨界磁場の形Hc1 ∼ lnκ/λ2
2と同じである [45]。この解析では転位コアにおいての |Ψ|の変化が

考慮されていない。従って |Ψ|の変化を取り入れることで下部臨界キラリティ (超伝導体では磁場)が

変化する可能性がある。また，欠陥による秩序変数の変化は一般的に距離の冪的な関数になり欠陥同

士は長距離の相互作用をする [46]。従って転位 1つのみに着目した議論の結果と粒界の全ての転位に

着目した議論の結果は異なる可能性がある。

上部臨界キラリティ kc2も超伝導体の上部臨界磁場Hc2と同様に求まる。渦糸格子相と常伝導相の

転移点H = Hc2では渦糸のコア半径 ξ(∝ |τ |−1/2)が渦糸間の距離と同程度になり全空間領域で磁束

が侵入し超伝導秩序変数はΨ ' 0となる。従って，1つの渦糸を貫く磁束を Φ0としてHc2 ∼ Φ0/ξ
2

となる [47]。ここで Φ0 ∼ h̄/eである。これは面積∼ ξ2の単位胞で Φ0 ∼ |A|ξとなり，常伝導相に
十分近いことから式 (1.5)の |Ψ|2の項の比較で |A| ∼ h̄/(eξ)となるからである。TGB相でもこれと

平行に議論する。転位コアの半径 ξは層状部分の長さ lbと同程度になるから，全空間領域でΨ ' 0と

なる。従ってディレクターも殆どN*相と同じになり捩れ軸方向に一様に回転するから，1つの層状部

分で kc2ξ ∼ αとなる。ディレクターの典型的な値は n ∼ (0, sin(α/2), cos(α/2)) ∼ (0, α/2, 1)だか

ら，式 (3.3)の |Ψ|2項の比較から α ∼ 1/(q0ξ)となる。上部臨界キラリティの計算では欠陥コア内部

の |Ψ|の空間変化は考慮されている。
以上のように Rennと Lubenskyの理論では，下部臨界キラリティを考えるときに |Ψ|の空間変化

が入っていないことと欠陥の相互作用を無視していることが問題点である。また，任意の温度・キラ

リティに対する自由エネルギーの振る舞いは分からない。

もう一つの主な理論的研究は，Bluestein-Kamien-Lubenskyによる研究である [20]。彼らは lbと

ldを求めるために，同一粒界内と粒界間の螺旋転位の相互作用を全て考えて，αが十分小さい条件の

下で自由エネルギーを計算した。単位体積あたりの自由エネルギーは，

F̃ =
1
ldlb

[
1
π

∞∑
n=1

K0

(
ldn

λ

)
+
λ

ld

∞∑
m=1

exp(−lbm/λ)

]
+

2π
ldlb

[
lnκ− q0λ

2k0
α/2

sin(α/2)

]
(3.5)

と求めた。K0(x)は 0次の第 2種変形 Bessel関数である。第 1項は同一粒界内の転位の相互作用。

第 2項は異なる粒界間の転位の相互作用。第 3項は転位コアの生成エネルギーで，最後の項はキラリ

ティのエネルギーである。最初の 2項を無視して計算したのがRennと Lubenskyの計算である [18]。

Bluestein-Kamien-Lubensky はこの自由エネルギーを数値最小化して lb/ld を求め，条件によらず

lb/ld ' 1であることを示した。lbおよび ldは λの数倍の長さになる。後述するように実験では lbや ld

は λよりも 1桁ほど小さい [48,49]。これは転位のエネルギーを実際より高く評価しているために，生

成される転位の数密度が減った結果，lb，ldが高く評価されてしまったと考えられる。また，転位間の

相互作用を考慮した自由エネルギー (3.5)を使っても kc1はRennと Lubenskyのものと同じである。

理由は，第 1，2項が常に正で lb, ld → ∞でのみ 0に収束するからである。また，式 (3.5)から転位間は

常に斥力であることが分かる。この斥力を生み出しているのが，転位周りで歪められた層変位とディレ

クターである。しかし，|Ψ|の変化は取り入れられてない。ξ � λの為に |Ψ|が変化する領域は無視で
きるというのを理由にしているが，大きさ ξの領域は他の特徴的な長さ d，ld，lbとの大小でエネルギー

に大きく寄与しうる。従って，|Ψ|の空間変化を取り入れると自由エネルギーが定性的に変化する可
能性がある。また，同一粒界内の転位の相互作用ポテンシャルは式 (3.5)から∼ l−1

d

∑∞
n=1 K0(ldn/λ)

となる。後述するように多くの実験で ld � λが成り立ちK0(x� 1) ' ln(2/x)であることから，同

一粒界内の螺旋転位は強い長距離相互作用をする。従って，同一粒界内での |Ψ|の変化を考える本研
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究は Bluestein-Kamien-Lubenskyの結果を定性的に変える可能性がある。

これまでになされてきた実験の大半で αは小さい。 [21]の FFTEM観察による測定では α = 15◦，

lb = 24–28nm，ld = 14-15nm より，lb/ld = 2.0–1.6 となって理論と若干異なる。液晶試料には

+14P1M7を用いた。ξ や λは論文には記述されていないが図 1.24(a)の粒界部分で層状秩序が減衰

する幅を見ると，欠陥コアが約 10nmと分かる。従って ξ ' 10nmとして良いと考えられる。一方

ディレクターの相関長 λに関しては同じ物質を用いた X線回折 [48]より λ > 500nmが分かってい

る。これは，lb および ld の長さを λの数倍とした Bluestein-Kamien-Lubenskyの結果 [20]と食い

違う。10F2BTFO1M7 という液晶を用いた X線散乱 [23]では，T = 101.4◦Cで α ' 7.8◦ となり

d = 3.8nm，lb = 20.6nm，ld = 27.8nmである。従って lb/ld = 0.72 ' 1となり理論 [18,20]と整合

する。他の温度でも lb/ld ' 1を保っていた。

3.2.2 これまでの研究 (捩れ角 αが大きいとき)

大きな αのTGB相の研究はまだ例が少ない。実験の観測例が少ないのと理論的扱いの困難さが理

由である。

SantangeloとKamienはTGBA構造の大域的構造を解析的に研究した [50]。彼らは特に大きな α

においての層構造を楕円関数を含んだモデル曲面で与えた (図 3.2)。その結果，一定条件を満たす捩れ

角 α = 90◦, 60◦, 48.2◦, 41.4◦, ...で空間的なエネルギー構造がとても単純になることを見いだした。実

験において αは 90◦，60◦，45◦など，2πの整数分の 1をとることが多い [23,32,50]が，Santangelo

とKamienの研究はこの実験事実の説明に繋がる可能性がある 。ただし，|Ψ|の空間変化は無視され
ているためMGBA構造との比較は出来ない。また |Ψ|の自由度を加えることで転位間の相互作用が
変化する可能性がある。

私が修士論文で数値計算した TGBAの粒界構造 [31]では，αが小さいときには確かにそれまでの

理論 [18, 20, 51]の通り粒界は螺旋欠陥の列からなっていた (図 3.3(a))。しかし αが大きくなるとそ

の欠陥コアが繋がって，|Ψ|が小さくなる範囲も欠陥から離れた領域にも及んだ (図 3.3(b))。これは

粒界がTGBA構造からMGBA構造に移り変わることを示唆する。ただし，どちらの構造が安定かを

知るにはこの研究のように粒界コア部分のみを数値計算するのではなくて，少なくとも 1つの層状部

分全部の領域を計算しないといけない。これはパラメータによっては非常に長時間の数値計算を要す

るのであまり現実的とは言えない。

実験では近年αが大きなTGB構造が報告された [32]。S1014/CE8という混合液晶，W371，W376

というそれぞれ単一の液晶を FFTEM，X線観察をした。その結果 α = 60◦，90◦の構造が発見され

た。FFTEM観察による粒界コアサイズが ≤ 5nmであるため ξ ' 5nmと見積もられている。この

構造の大きな特徴は κ ∼ 100と大きく，lb も 200nm∼2000nmと非常に大きいことである。しかし

FFTEMでは螺旋転位が確認できない。これは，仮に螺旋転位列が存在していたとしても ldはとても

小さく分解能以下の値だからである。従って，この結果から彼らはTGBA構造とMGBA構造の可能

性が共にあると結論づけた。MGBA構造であることを観察して判定するためには実験の分解能では

限界がある。そこで理論による解明が必要になる。
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x

図 3.2: 楕円関数で与えられた層構造の数理モデル [50]。捩れ軸を x軸とした。図は α = 90◦ の場合のスナッ
プショットである。

3.2.3 問題点・本章の目的

前小節で過去の研究について述べた。ここでは過去の研究の問題点と本章の解析の方向性をまとめ

る。これも αの大小で分類する。全ての αに共通する事柄を述べた後に αが小さいときと大きいとき

の解析方針を言う。

● αの大小の定義

今までは αが 10◦ 前後なら小さい，90◦ なら大きいなどと分類していたが，定性的な振る舞い

を分ける具体的な閾値 αcを明らかにしたい。即ちRenn-Lubensky [18]やBluestein-Kamien-

Lubensky [20]のように 1つ 1つの螺旋転位をもとにした近似が有効な上限の αを求める。

● 大小の αでの統一的なモデルの構築

これまでの研究では小さい αの理論 [18,20]と大きい αの理論 [50]はモデルの考え方も結果の

自由エネルギーの形も大きく異なる。本研究では αが大きいときと小さいときを統一的に論じ

ることの出来る TGBA構造のモデルを提案する。

● αが小さいとき (下部臨界キラリティ kc1，構造長 lb，ld)

|Ψ|の空間変化を考えることで転位周りのエネルギー分布が定性的に変化する。転位単独のエネ
ルギーが変化すれば SmA-TGBA転移の下部臨界キラリティ kc1が従来の計算から定性的に変

化する。転位の相互作用エネルギーが変化すれば，TGBA構造の構造を決める lb, ld, αが変化

する可能性がある。従って，以降の解析では下部臨界キラリティ kc1とおよび lb，ld，α を求め

ることにフォーカスしたい。特に実験 [48, 49]では lb，ld が λよりも 1桁近く小さいのに対し
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第 3章 秩序変数 |Ψ|の空間変化を考慮した TGBA構造の解析

図 3.3: TGBA構造の粒界コアの数値計算 [31]。ψ/ψ0の値をスケールバーの通りグレースケールで表し 0.1間
隔の等高線を書いた。座標軸の定義は図 3.1と同じにとった。ξ = 0.44d，λ = 0.80dとし τ = −0.0025とし
た。(a)α = 30◦ の場合。αが比較的小さいときには 2つの螺旋転位が離れて存在する。(b)α = 60◦ で徐々に
螺旋転位が重なり始め，(c)α = 90◦ でほぼ完全に螺旋転位が融合する。螺旋転位の融合と平行して欠陥コアか
ら比較的離れた部分の層状秩序も溶けて弱くなるのが分かる。

て，Bluestein-Kamien-Lubenskyの理論では数倍になる。この食い違いも解消される可能性が

ある。

● αが大きいとき (粒界コアの大きさ，MGBA構造との比較へ向けて)

次章のMGBA構造との比較のために，|Ψ|の空間変化を考慮した TGBA構造のモデルを構築

する。MGBA構造とTGBA構造の間では螺旋転位の融合と転位から離れた部分での層状秩序

の弱化が起こる (図 3.3)ので，この効果を正しく取り入れる必要があるからである。MGBA構

造との安定性を自由エネルギーで比較し，相図上でのTGB相 (TGBA構造，MGBA構造含む)

とN*相の境界を決める上部臨界キラリティ kc2 を求めたい。また，層状秩序 ψが小さくなって

いる粒界コアは実験で FFTEM写真などを使って観測できることがある。従って，その粒界コ

アの大きさも求めたい。

● 粒界部分の秩序変数Ψの解析的表示

αの大小にかかわらず，|Ψ|の空間変化を考慮した TGBA構造を広いパラメータ領域で解析し

たい。パラメータによっては非常に広い層状部分も考慮に入れて計算しなければならないので，

数値的研究は現実的でないと考えられる。従って，本研究では解析的に空間構造を扱うが，螺旋

転位列からなる粒界周りのΨのプロファイルが過去の研究では解析的に求められていない。理

由は，微分方程式が数学的に複雑になるからであると考えられるが，本研究ではそのΨを求め

たい。
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3.3 単一螺旋欠陥の解析

次節では，最初に単一の螺旋転位の構造を |Ψ|の空間変化を考えて解く。これから転位間の相互作
用が無い場合の螺旋転位周りの秩序変数とディレクターのプロファイル，主要な自由エネルギー成分

を求め，|Ψ|が加わったことによる影響を解析する。次に，平行な螺旋転位列からなる結晶粒界の局
所構造を求める。秩序変数とディレクターのプロファイルおよびエネルギーを求める。この計算によ

り，初めてMGBA構造との比較が可能になる。その後に TGBA構造の大域的構造を αの大きさ別

に明らかにする。本研究の方法では異なる αの領域でも共通の手法により解析することが出来る。最

後に解析結果を考察する。

3.3 単一螺旋欠陥の解析

本節では TGBA構造の結晶粒界の構造解析の前段階として，単一の螺旋転位を解析する。具体的

には図 3.4(a)のように原点を通る z軸に平行な螺旋転位を考え，この円筒対称性を持つ系の問題を解

く。自由エネルギー (3.3)がもともと複雑なので，特徴的な長さ (表 3.1)により空間を幾つかのドメ

インに分けて，各々のドメイン内で簡略化した状態方程式 (自由エネルギーを最小化する変分方程式

のこと)を解く。転位周りの秩序変数やディレクターのプロファイルを求めて，転位のエネルギーを

計算し従来の結果 (3.4)では正確に求められていなかったコア半径 aを求める。解析した結果，単一

の螺旋転位では ψの空間変化を取り入れてもエネルギーが定性的に変わることはなかった。しかしな

がら本節の解析手法は，次節以降の TGBA構造の解析の基礎となる。

3.3.1 空間ドメインの分け方

解析を容易にするために，転位の中心からの距離 r =
√
x2 + y2とΨの相関長 ξとnの相関長 λの

大小関係によって，空間を 3つのドメインに分ける (図 3.4(b))。ドメインによって主要となるエネル

ギー項が異なる。ドメイン間は ψと nの値を連続に繋ぐ。

● ドメイン 1 (r < ξ)

このドメインは欠陥に最も近いので欠陥による層変位が大きく，自由エネルギー (3.3)の中で唯

一層変位を含むカップリングエネルギーが支配的である。欠陥から ξの距離以内なので，Ψは

十分小さいと考えられる。従って，|Ψ| = ψ0を好むスメクチックエネルギーの効果はカップリ

ングエネルギーに比べて十分に小さいことが分かる。また，r < ξ � λよりディレクターは一

定と仮定できる。対称性によりn = ezとなる。従って，Frank弾性エネルギーとキラリティの

エネルギーは共に 0と近似して良い。

● ドメイン 2 (ξ � r � λ)

このドメインは，欠陥から ξほど離れてドメイン 1で小さかった |Ψ|が大きくなってくるので，
スメクチックのエネルギーが最も支配的になる。一方，r � λの領域ではディレクターはまだ

変形しない。即ちドメイン 1と同じく n = ez である。しかし，x ∼ λとなるにつれて δnは 0
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(a) (b)
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図 3.4: 単一螺旋転位の幾何学的設定。(a)座標軸の設定。考える単一螺旋転位と平行に z 軸をとり転位が通る
点に原点を選んだ。(b)特徴的な長さにより 3つのドメインに分ける。

から徐々に離れていく。従って，Frank弾性エネルギーとキラリティのエネルギーは主要な効

果ではないが考慮に入れることにする。カップリングエネルギーも後述のようにスメクチック

エネルギーよりは十分小さいが，δnが 0から外れると完全に無視することは出来なくなる。

● ドメイン 3 (λ < r)

このドメインで主要になるエネルギーは Frankの弾性エネルギーとキラリティのエネルギー，

カップリングエネルギーである。ξ � rよりψはψ0にほぼ収束しているのでスメクチックのエ

ネルギーは小さくなる。従って，ドメイン 2で無視されていたカップリングエネルギーが効い

てくる。実際，欠陥の影響は後述する式 (3.9)のように層変位を通して rの冪乗の長距離相互作

用で効いてくるので，カップリングエネルギーは重要な項である。また λ < rよりこのドメイ

ンで主に変化するのはディレクターなので，Frank弾性エネルギーとキラリティのエネルギー

も主要なエネルギー成分である。

以上をまとめると表 3.2となる。

3.3.2 計算・議論

図3.4(a)のようにz軸方向に繰り返される層状秩序Ψは，層変位u(r)を用いてΨ = ψ exp [iq0(z − u)]

と書ける。ディレクターは転位中心の値 ez からのずれ δn = n− ez を考える。ただし δn2を無視す

るとディレクターの規格化条件から δnは xy平面内のベクトルである。従って LdG自由エネルギー

はカップリングエネルギー (式 (3.3)の第 2項)が簡略化され，

F̃ =
∫
dr

[
1

2ψ2
0ξ

2

(
ψ2 − ψ2

0

)2
+ (∇ψ)2 + q20ψ

2(∇u+ δn)2
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3.3 単一螺旋欠陥の解析

空間ドメイン名 LdG自由エネルギー (3.6)への寄与 解 (3.3.2小節の結果)

(範囲) スメクチック カップリング Frank弾性 キラリティ

ドメイン 1 × ○ × × ψ = Ar/ξ,

(r � ξ) δn = 0

ドメイン 2 ○ △ △ △ ψ = ψ0 tanh
[
(x−B)/

√
2ξ
]
,

(ξ � r < λ) δn = [(1/r) −K1(r/λ)/λ] eθ/q0

ドメイン 3 × ○ ○ ○ ψ = ψ0,

(λ� r) δn = [(1/r) −K1(r/λ)/λ] eθ/q0

表 3.2: 単一螺旋転位における空間ドメイン，各ドメイン内での自由エネルギー成分の寄与の度合いと解の一覧。
自由エネルギーへの寄与は，○＝主要な成分，△＝マイナーだが効く成分，×＝無視して良い成分に分けた。解
は 3.3.2小節の結果をまとめた。接続条件 A = ψ0 tanh

[
(ξ −B) /

√
2ξ
]
により B を消去する。

+q20ψ
2
0

∑
i,j=x,y

λ2(∂iδnj)2 − 2q20ψ
2
0λ

2k0n · ∇ × n
]

(3.6)

となる。状態方程式は自由エネルギーの ψと nについての変分を 0とおいて，

∇2ψ = q20(v + δn)2ψ +
ψ

ξ2

(
ψ2

ψ2
0

− 1

)
(3.7)

λ2∇2δn = (v + δn)
ψ2

ψ2
0

(3.8)

となる。ただし層法線の歪みを v = ∇uとした。層法線ベクトルは (ez − v)/|ez − v|で与えられる。
螺旋転位によって層法線の歪みは決まる。図 3.5では転位線を含む任意の閉曲線C に沿って層変位は

1周期分 dだけ減少するので
∫
C ds · v = −ezdが成り立つ。Stokesの公式から∇× v = −ezδ

(2)(r)d

となるので 2次元極座標を用いて解くと，

v = − 1
q0r

eθ (r =
√
x2 + y2, eθ = (− sin θ, cos θ, 0)) (3.9)

となる。条件 (3.9)のもとで状態方程式 (3.7), (3.8)を各ドメインごとに解く。ディレクターのずれ

δnおよび層法線とディレクターの差 v + δnは 1次の摂動として扱う。

● ドメイン 1 (r < ξ)

ドメイン 1は転位コア近傍の領域であり，ドメインサイズは λより十分に小さい。従ってディ

レクターは近似的に一定で対称性から δn ' 0なので式 (3.7)は式 (3.9)を用いて，

∇2ψ = ψ

[
1
r2

+
1
ξ2

(
ψ2

ψ2
0

− 1

)]
(3.10)

となる。右辺第 1項と第 2項はそれぞれ転位によるカップリングエネルギー，スメクチックエ

ネルギーの寄与である。ドメイン 1では r � ξ なので第 2項は無視できて

∇2ψ =
1
r2
ψ (3.11)

となるから，転位コア部分で発散しない解は，

ψ = A
r

ξ
, δn = 0 (3.12)

となる。Aは積分定数である。
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O

b

z
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x

C

図 3.5: 螺旋転位に伴う層変位の変化。捩れ軸を x軸とした。転位線を囲む任意の閉曲線 C を 1周すると層変
位は層 1周期分 dだけ減る。

● ドメイン 2 (ξ � r � λ)

ドメイン 2では δnが小さく，後述する理由により δn2 ' 0とできるので，ξ � rより状態方

程式 (3.7)は，

∇2ψ =
ψ

ξ2

(
ψ2

ψ2
0

− 1

)
(3.13)

となる。従って ψはキンク解を持つ。一方ディレクターのずれ δnの 1次摂動範囲で式 (3.8)が

意味を持ち解が求まる。ドメイン 1では δn ' 0なので，δnが 0から離れうるのは r ∼ ξでこ

のときψ ∼ ψ0が成り立つ。従って式 (3.8)ではψ ' ψ0を仮定する。ドメイン 2の解は式 (3.8)

と (3.13)より，

ψ = ψ0 tanh
r −B√

2ξ
, δn =

1
q0

[
1
r
− 1
λ
K1

(
r

λ

)]
eθ (3.14)

となる。Bは積分定数でK1(x)は 1次の第 2種変形Bessel関数である。|δn|のオーダーは，特
に r � λでは K1(x � 1) ' (1/x) + (x/2) lnxより，1 � |δn| � δn2 ' 0とできる。従っ

て，摂動 δnの 1次まで求めた解 (3.14)は正当化される。

● ドメイン 3 (λ� r)

ドメイン 3では層状秩序 ψは既に平衡値 ψ0に達している。これが成り立つためには式 (3.7)よ

り (v + δn)2 ' 0でなければいけない。これは，仮に層法線とディレクターがあまり乖離して

いると強い層状秩序 ψ = ψ0 が不安定になることを意味する。従って層法線とディレクターの

差 c = v + δnは小さく，|c| � 1である必要がある。式 (3.8)よりドメイン 3の解は，

ψ = ψ0, δn =
1
q0

[
1
r
− 1
λ
K1

(
r

λ

)]
eθ (3.15)
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3.3 単一螺旋欠陥の解析

(a) (b)
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O

δn

z
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r|δn|
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O
ドメイン1
ドメイン2
ドメイン3

図 3.6: 単一螺旋転位の解のプロファイル。(a)z 軸方向から見た δn のプロファイル。ドメイン 2，3 の境界
(r ∼ λを中心に層法線 (図 3.4)に追随する。(b)転位コアからの距離でプロットした ψと |δn|。ψは距離 ξ 程
で平衡値 ψ0 に達する。δnは欠陥コア付近と無限遠では 0に収束する。

を得る。r � λにおける cの大きさは，K1(x � 1) ∼ exp(−x)より |c| ∼ exp(−r/λ)となる

ので，1 � |c| � c2 ' 0が成り立つ。従って式 (3.7)は ψ = ψ0を満たし，式 (3.15)は正当化

される。

以上で全てのドメインの解が求まった。解に含まれる積分定数A，Bは，ドメイン境界の接続条件

と自由エネルギー最小化により決める。まずドメイン間で解の接続条件を要請する。

● ドメイン 1，2間 (x = ξ)

層状秩序の強さ ψの値の連続性からA = ψ0 tanh
[
(ξ −B)/(

√
2ξ)
]
を得る。ディレクターはド

メイン 2の解 (3.14)で，δn(x ∼ ξ) ∼ [eθ/(q0ξκ)] lnκ となり非常に小さい値なのでドメイン 1

と連続的に繋がる。

● ドメイン 2，3間 (x = λ)

層状秩序の強さ ψは，典型的な実験値 ξ � λ(表 3.1参照)より式 (3.14)と式 (3.15)から連続と

なる。またディレクターはドメイン 2と 3の解 ((3.14)，(3.15))が等しいから連続的に繋がる。

以上より，ψ と δnのプロファイルを図示すると図 3.6となる。表 3.2はこれらをまとめたものであ

る。接続条件 A = ψ0 tanh
[
(ξ −B) /

√
2ξ
]
により B を消去する。積分定数 Aは定まっていないが，

自由エネルギーの最小化によって後ほど求める。以後はAの代わりに規格化したX = A/ψ0を使う。

次に自由エネルギー式 (3.6)を求めて欠陥コアの半径 a(3.4)を決める。表 3.2を参考に各ドメイン

における LdGエネルギーを計算する。
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● ドメイン 1 (r � ξ)

主要な項はカップリングエネルギーなので，

F̃1/(LyLz) = (LyLz)−1
∫
dr
[
(∇ψ)2 + ψ2

0q
2
0(∇u+ δn)2

]
= 2πψ2

0X
2 (3.16)

となる。Li(i = y, z)はそれぞれ y 方向 z 方向のシステムサイズである。カップリングエネル

ギーで損する原因は層法線とディレクターが一致しないことによるペナルティである。転位コ

ア部分での層法線の急激な空間変化に相関長 λの長いディレクターは追随できないので，Frank

弾性エネルギーとキラリティのエネルギーは効かない。

● ドメイン 2，3 (ξ � r)

ドメイン 2と 3の解は接続条件を与えなくても連続に繋がるので，自由エネルギーもまとめて

計算できる。ここでは全ての自由エネルギー成分が効いてくるので，エネルギーを 2つに分割

して計算する。スメクチックエネルギーは (3.14)，(3.15)から計算した結果，

F̃23S/(LyLz) = 2
√

2πψ2
0

[
2
3
− 1

3
√

2
+

2
√

2
3

ln 2 −X +
1

3
√

2
X3 −

√
2

3
ln

1 +X

1 −X

]
(3.17)

となる。この自由エネルギーのペナルティは，転位周りで層状秩序が弱くなり ψが平衡値 ψ0か

ら外れていることに起因する。本研究で初めて取り入れた ψの変化の効果である。カップリン

グエネルギーと Frank弾性エネルギーの和は，

F̃23CF/(LyLz) = πψ2
0 ln(κ2 + 1) (3.18)

となる。ここで κ = λ/ξである。F̃23CFに含まれているカップリングエネルギーのペナルティと

Frank弾性エネルギーのペナルティは，それぞれ層法線の空間変化に十分にディレクターが追随

できないことによるペナルティと，欠陥の周りでディレクターの秩序が乱されることによるペナル

ティである。また，キラリティのエネルギーはStokesの定理から
∫
dr(∇×δn)z =

∮
C ds·δn → 0

となる。ただし C は転位線を含む閉曲線で，転位からの距離が無限遠の極限を考えた。キラリ

ティのエネルギーで全く得をしないのは，無限遠で捩れている層構造を 1つの螺旋転位では作れ

ないことに起因している。従って，大域的に捩れた層構造を作るにはキラリティのエネルギー

が負の値を持たなければいけないので，複数の螺旋転位が必要と考えられる。式 (3.18)は κが

大きい極限で ψの空間変化を考慮していない従来のRennと Lubenskyの研究 [18](式 (3.4)で

欠陥コア半径 a = ξ)と一致する。即ち従来の研究では F̃1と F̃23Sを無視している。

以上により LdG自由エネルギー (3.6)は F̃ = F̃1 + F̃23S + F̃23CFと表せる。X について数値的に

最小化するとX = 0.628 となり，

F̃1/(LyLz) = 2.48ψ2
0 (3.19)

F̃23S/(LyLz) = 1.53ψ2
0 (3.20)

F̃23CF/(LyLz) = 3.14ψ2
0 log(κ2 + 1) (3.21)

を得る。κを横軸として比較したものが図 3.7である。
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F̃

 0
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 1  10  100
κ2-1/2

F̃1/(ψ
2
0LyLz)

F̃23S/(ψ
2
0LyLz)

F̃23CF/(ψ
2
0LyLz)

図 3.7: Ginzburgパラメータ κ = λ/ξ による自由エネルギー成分の変化。

図 3.7より，κが 1のオーダーになると F2CFの他にコア部分のカップリングエネルギー F1とスメ

クチックエネルギー F23S の寄与も無視できなくなる。従って Rennと Lubenskyの解析には修正が

必要になることが分かる。しかし，実験では多くの場合 κが十分大きく (∼ 100)，F1, F2Sm � F2CF

となるからコア付近のエネルギー F1, F2Smは無視して良い。従って自由エネルギーの観点でRennと

Lubenskyの解析は正しかったことが分かる。

次に，Rennと Lubenskyの解析では自由パラメータであった転位のコア半径 a(3.4)を求める。式

(3.21)と式 (3.4)を比較すれば，

a ' 0.528ξ
(
1 − 0.236κ−2

)
∼ ξ (3.22)

となる。従って，定性的にはRennと Lubenskyの仮定 (a = ξ)と変わらない。

以上より，単一螺旋転位では |Ψ|の空間変化による効果は小さい。従って，効果が出てくるとすれ
ば次節のように複数の螺旋転位があるときに限られる。

3.4 TGBA構造の解析：粒界コアの局所構造

前節では単一の螺旋欠陥を |Ψ|の空間変化を考慮して解析した。本節では TGBA構造の粒界構造

である螺旋転位列を |Ψ|の空間変化を考慮して解析する。本節で求めた粒界の局所構造を用いて，次
節では粒界以外の層状部分も含めたTGBA構造の大域的な空間構造を解析する。|Ψ|の空間変化を考
慮しているためMGBA構造と安定性の比較をすることが出来る。

本節では図3.8のような螺旋転位列を考えて構造を求める。ただし，粒界における層間隔は図3.1(b)よ

り d/ cos(α/2)となり層間隔に対応する波数は q0 cos(α/2)となる。転位の間隔は ld = d/(2 sin(α/2))

である。考える空間領域は x� ξとし，層変位によるカップリングエネルギーが他の自由エネルギー

成分よりも勝る領域に限定する。これは前節のドメイン 1と同じである。
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z

x
O

y

ld

b
b

b
b

図 3.8: 本節で考える螺旋転位列。図 3.1(a)を y軸方向に繋げた。1つの螺旋転位では局所的にのみ捩れた層構
造しか繋げられないが，周期的な無限個の螺旋転位ならば大域的に捩れた層構造を繋ぐことが出来る。

図3.8よりz軸方向に繰り返される層状秩序Ψは，層変位u(r)を用いてΨ = ψ exp [iq0 cos(α/2)(z − u)]

と書ける。ディレクターは前節のドメイン 1と同様に n = ez とする。欠陥近傍 x� ξのみを考える

ので LdG自由エネルギー (3.6)はカップリングエネルギーのみ残り，

F̃ =
∫
dr
[
(∇ψ)2 + q20ψ

2| cos(α/2)v − (cos(α/2) − 1)ez|2
]

(3.23)

となる。層法線の歪みを v = ∇uとした。層法線は (ez − v)/|ez − v|で与えられる。式 (3.7)に対応

する状態方程式は

∇2ψ = q20| cos(α/2)v − (cos(α/2) − 1)ez|2ψ (3.24)

となる。

次に粒界による層法線の歪み vを求める。図 3.8の一つ一つの転位は中心が (0, nld, 0)(n ∈ Z)な

ので，単一の転位による層法線の歪み v(1)は式 (3.9)と同様にして

v(1) = − 1
q0 cos(α/2)

1
x2 + (y − nld)2

(−(y − nld), x, 0) (3.25)

となる。粒界による層法線の歪みは各転位の n(1)を足し上げたものなので，

vq0 cos(α/2) = −
∞∑

n=−∞

1
x2 + (y − nld)2

(−(y − nld), x, 0)

=
π

ld

1
cosh(2πx/ld) − cos(2πy/ld)

(sin(2πy/ld),− sinh(2πx/ld, 0) (3.26)

となる。ただし無限和の計算には複素積分を用いた [51]。式 (3.26)より粒界から遠方 (x → ±∞)で

層法線が (0,± sin(α/2), cos(α/2))に収束することから，螺旋転位列によって確かに層構造が αだけ

傾くことが分かる。
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次に層状秩序 ψを求める。式 (3.26)を式 (3.24)に代入して，

∇2ψ = ψ2
(
π

ld

)2 [cosh(2πx/ld) + cos(2πy/ld)
cosh(2πx/ld) − cos(2πy/ld)

+ tan2(α/4)
]

(3.27)

となる。ここで解析解を求めるために近似をする。転位コア近傍 (|x| � ld，|y − nld| � ld(n ∈ Z))

で考えると，

∇2ψ = ψ

(
π

ld

)2 cosh(2πx/ld) + cos(2πy/ld)
cosh(2πx/ld) − cos(2πy/ld)

(3.28)

となる。この近似は α→ 0の極限では正確に成り立つ。ここで逆楕円座標変換

µ = cosh(2πx/ld) cos(2πy/ld) (3.29)

ν = sinh(2πx/ld) sin(2πy/ld) (3.30)

を用いる。この座標変換は，cos(2πy/ld)と sin(2πy/ld)により y方向の周期性を取り入れられること

と，cosh(2πx/ld)と sinh(2πx/ld)により層法線の歪み v(3.26)に表れる x方向の指数関数的依存性

を取り入れることが出来るため，とても好都合である。この座標変換を用いて式 (3.28)を解くと，粒

界部分の局所構造

ψ = C
√

cosh(2πx/ld) − cos(2πy/ld), δn = 0 (3.31)

を得る。計算の詳細はA.1節にまとめた。ここでCは積分定数であり，次節で求める大域的構造を含

めた LdG自由エネルギー (3.6)の密度が最小になるように選ぶ。

求めた解ψ(3.31)の性質を見ていきたい。数値計算 (図 3.3)と比較すると定性的に似たような振る舞

いが見られる。数値計算も解析解も共通して，螺旋転位コアの中心で層状秩序は 0になり粒界から離れ

るほど層状秩序は増えていき y依存性は小さくなる。これらの漸近的な振る舞いを求める。式 (3.31)

は転位コアのごく付近 (|x| � ld，|y − nld| � ld(n ∈ Z))では

ψ ' (
√

2πCr/ld)
[
1 + (r2π2/6l2d) cos 2θ

]
(x = r cos θ, y − nld = r sin θ) (3.32)

となり単一螺旋転位の解 (3.12)と一致する。螺旋転位列中の各々の転位は，転位コア近傍の性質に限

ればもとの単一転位の性質を引き継いでいる。一方，粒界から離れている場合 (x� ld)には

ψ ' C√
2

[
1 − exp

(
−2πx

ld

)
cos

2πy
ld

]
exp

(
πx

ld

)
(3.33)

となる。粒界から離れるほど粒界と平行な y軸方向の依存性が指数関数的に減少するのが分かる。粒

界からスケール ld ほど離れた場合には第 2項のオーダーは ∼ exp(2π) ' 2 · 10−3 となるので，構造

は y軸方向について一定と見なして良い。

最後に，これら 2つの漸近解 ((3.32)，(3.33))の 1次の項を打ち切って良い条件を考える。打ち切

りの閾値を εとおく。すなわちある量が εより小さければその量は無視できるとする。転位コア近傍

の場合と，コアから離れている場合の条件はそれぞれ，

r/ld <
√

6ε/π, x/ld > −(ln ε)/(2π) (3.34)

となる。指数関数的依存性から，転位コア近傍の解 (3.32)より粒界から離れた解 (3.33)の方に解が

漸近しやすいことが分かる。例えば打ち切りの閾値が ε = 10−2 なら，式 (3.34)は r/ld < 0.0780，
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x/ld

y/ld

ψ(x, y)/ψ(ld, 0)

-1  0  1

-1

 0

 1  0

 0.5

図 3.9: 螺旋転位列からなる粒界における ψのプロファイル。式 (3.31)における ψ(x, y)/ψ(ld, 0)をプロットし
た。値はグレーで表し等高線は 0.1間隔で引いた。数値計算の結果 (図 3.3)と似たような構造を示す。

x/ld > 0.733となる。これより，x ∼ ldで粒界解 (3.31)は既に粒界から離れた漸近解 (3.33)に十分

近いことが分かる。従って，粒界から離れている空間領域での解には式 (3.33)の 0次項

ψ =
C√
2

exp
(
πx

ld

)
(3.35)

を次節以降用いる。

3.5 TGBA構造の解析：大域的構造

前節では粒界部分の局所的な層状秩序の解析的表示を与えた。これにより，本研究の目的である

MGBA構造と比較可能なレベルの自由エネルギーを求めることが初めて可能となる。TGBA構造の

自由エネルギー評価には，粒界の局所的な構造だけでなく層状部分も含めた大域的な構造を求めるこ

とが必要である。本節では図 3.10のようなTGBA構造の大域的構造および自由エネルギーの解析的

な表示を与える。

TGBA構造は層状秩序と配向秩序が絡み合った複雑な構造で，それが解析を難しくする。しかし

3.3節と同様に，粒界からの距離と特徴的な長さスケールとの大小関係によって幾つかの空間ドメイ

ンに分け，各々のドメインで主要な自由エネルギー成分のみに着目することによって，解析を進めて

いくことが出来る。ドメイン間には変数 ψ，nの値が一致するという接続条件を課す。本節ではまず，
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(a) (b)

ld

d
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O lb/2(a)

(a)粒界付近
(b)粒界以外
(c)層状部分中心付近

(c)

(b)

図 3.10: 3.5節で解析する TGBA構造。(a)対称性より 0 < x < lb/2のみで考える。(b)ψ と ω の大まかな振
る舞いを捉えるために 3つの空間領域を図のように定める。

このドメインの分け方が捩れ角 αの大小により異なり 2つのケースがあることを述べ，その後にそれ

ぞれのケースにおいて構造を解析し自由エネルギーを求める。

3.5.1 捩れ角 αの大小の閾値 αc

ここでは，TGBA構造を記述する変数 ψ，nの対称性や境界条件などの基本的な性質を述べて，捩

れ角 αの大小の閾値 αc を求める。構造は捩れ軸方向に周期的なので 1周期分 (0 < x < lb)のみに

着目すればよく，さらに，構造は層状部分の中心 (x = lb/2)について対称あるいは反対称なので，最

低限考える範囲は 0 < x < lb/2まで絞られる (図 3.10(a))。便宜的に 3つの空間領域を定義する (図

3.10(b))。

最初に粒界付近を考える。ここでは 3.4節の結果をそのまま使うことが出来る。また，粒界 (x = 0)

から ldほど離れれば式 (3.35)のように層状秩序ψや層法線の歪み v(=∇u)の y依存性は消える。ディ

レクターは粒界の厚さよりも大きなスケール λで変化するので粒界面の値 n = ez から変わらないの

でやはり y 依存性を持たない。次に，層状部分の中心付近 (x ' lb/2)に着目する。ここでは x = 0

と x = lb の 2つの粒界の中心領域なのでディレクターと層法線が一致し，x � ξ なので層状秩序は

強くなり平衡な SmA構造となる。層法線は図 3.10の z 軸から y軸に角度 α/2だけ傾いているので

ディレクターは n = (0, sin(α/2), cos(α/2))となる。また，層状秩序は平衡値に落ち着いているので

ψ = ψ0となる。

これら粒界部分と層状部分中心付近の情報から，本節で考えるべき粒界以外の部分で，無視できる

自由度および考えるべき境界条件が分かる。式 (3.6)において，粒界から ldほど離れた部分と層状部
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分中心では，v と ψ と nは共通して y，z 依存性を持たない。従って，本節で考えるべき粒界以外

の全領域において y，z 方向の依存性は無いとして良い。加えて，ディレクターに関しては粒界付近

と層状部分の中心部で共通して x成分を持たない。従って，ディレクターは yz 平面上の単位ベクト

ルと考えることが出来て，数値計算の結果 [31]もこれを支持している。これによりディレクターは

n = (0, sin [ω(x) − α/2] , cos [ω(x) − α/2)]と表せる。ωは層状部分中心の層法線を基準にしたディ

レクターの傾き角度で，x = 0で最小値−α/2をとり x = lb/2で最大値 0をとる。

次に，層状部分中心 (x ' lb/2)から xを小さくして徐々に粒界の近くを見ていく。層状部分中心か

らあまり離れていなければ，粒界からは十分に遠く x� ξを満たしている。ψとnの相関長は ξ � λ

の関係があるので，短いスケールで変化する ψは長いスケールで変化するnに追随することでのみ変

化する隷属変数である [52]。従って，LdG自由エネルギー (3.6)から

ψ(ω(x)) = ψ̄ ≡ ψ0

√
1 − 4q20ξ2 sin2(ω(x)/2) (3.36)

となる。−4q20ξ
2 sin2(ω/2)はカップリングエネルギーの中のロッキング項 (2.2)の寄与である。SmA

相の安定な層状秩序は層法線とディレクターが一致することを好む。従ってもし層法線とディレクター

が傾いてしまうと，逆に層状秩序が不安定になり ψが小さくなるのである。

それでは，どのような xの範囲で式 (3.36)が有効に成立するのだろうか。ψが ωの隷属変数と見る

ことが出来るのは，ψが，相関長が λと長い ωの変化を通してのみ空間変化し ψのグラジエント項が

無視できる場合である (1.4)。ωはディレクターなので常に λのスケールで変化する。従って式 (3.36)

の関数 ψ̄(ω)が特異点を持たない限りは ψ = ψ̄が粒界以外の全領域で成り立つ。これは式 (3.36)の平

方根の中身が正であれば成り立つ。ところが平方根の中身が 0となる場合には ψ̄の傾きが無限大にな

り，ψのグラジエント項が無視できなくなる。更に式 (3.36)の平方根の中身が負になると ψ̄は純虚数

となってしまい最早 ψ = ψ̄とはなり得ず，局所的に層状秩序は消えて 0になりN*相が現れる。この

ように粒界外の性質が大きく変わる状況は，2q0ξ sin(|ω(x)|/2) ≥ 1を満たす xが存在するときに起こ

る。層法線とディレクターのなす角度 |ω|は最大値が α/2なので，粒界外の性質が大きく変化する捩

れ角の閾値 α = αcは

αc = 4 arcsin
1

2q0ξ
(3.37)

で与えられることが分かる。3.1節の通り 1 � q0ξ < κが成立するので αc � 1となる。例えば表 3.1

のように q0ξ = 30とすると αc = 3.65◦となる。以下，α < αcの場合をケース [I]，α > αcの場合を

ケース [II]とする (図 3.11(a))。ケース [I]では粒界外に ψ̄の特異性は無く層状秩序は常に存在する。

ところが，ケース [II]になると |ω(x)| = αc/2となる xの値 (これを Lと定義する)より粒界に近い部

分 x <∼ Lでは，|ω(x)| > αc/2となるので式 (3.36)は成立せず層状秩序は消えて局所的に N*相にな

る。一方，層状部分中心 (x = lb/2)では ω = 0なので確かに層状秩序は存在する。

この αの大小による層状秩序の振る舞いの違いを自由エネルギーの観点から考えたい。LdG自由

エネルギー (3.6)より層状秩序の強さ ψに関係する項のみを抜き出し F̃sとする。F̃sには，ψの弾性

エネルギー，スメクチックエネルギーの他にカップリングエネルギーが含まれる。粒界から離れた部

分の自由エネルギーは，

F̃s =
∫
dr
[
(∇ψ)2 + f̃s(ψ)

]
, f̃s(ψ) =

1
2ψ2

0ξ
2

(
ψ2 − ψ̄2

)2
(3.38)

となる。f̃s(ψ)にはスメクチックエネルギーの他にカップリングエネルギーのロッキング項が含まれ

ており，f̃s(ψ)を有効的なスメクチックポテンシャルと見る。すると，ポテンシャルの形は ω(x)に
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依存し，ω(x)が αc/2より大きいか小さいかでポテンシャルの形が異なってくる (図 3.11(b))。そし

て ω(x)のプロファイルは捩れ角 αが閾値 αc より大きいか小さいかで 2つの場合に分けられる (図

3.11(a))。従って，図 3.11(a)，(b)を組み合わせることにより粒界外における有効的スメクチックポテ

ンシャル f̃sの振る舞いは 2つの場合に分けられる (図 3.12)。1つ目はケース [I]で，粒界付近では層

状構造が弱化するが，粒界外では常に ψ̄ > 0なので SmA相的な強い層状秩序をとる (図 3.12(a))。2

つ目はケース [II]で，層状部分の中心 (x ∼ lb/2)では強い層状秩序を示すが，その一方で，粒界からあ

る程度離れているにも関わらず層状秩序がほとんど消える空間領域が x <∼ Lに存在する (図 3.12(b))。

即ち 1つのTGBA構造の中に局所的に SmA相とN*相が x ∼ Lに界面を隔てて共存している状態で

ある。従って，αと αcの大小関係は次小節で述べる空間ドメインの分割方法に大きな影響を及ぼす。

(a)-1
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O
x

ω

-αc/2
-α/2
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lb/2

(a)-2
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ω
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fs(ψ)

(3)|ω|<αc/2
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(1)|ω|>αc/2

ψ
O ψ

図 3.11: ディレクターの角度 ωと有効的スメクチックポテンシャル f̃s のプロファイル。(a)ディレクターの角
度 ω のプロファイル。捩れ角 αと閾値 αc の大小に依存して (a)-1(α < αc)と (a)-2(α > αc)の 2つの場合に
分けられる。(b)有効的なスメクチックポテンシャル f̃s のプロファイル。f̃s の形は局所的なディレクターの角
度 ωと閾値 αc/2の大小に依存する。

3.5.2 空間ドメインの分け方

前小節より層状秩序はケース [I](α < αc)とケース [II](α > αc)で大きく違うことが分かった。ディ

レクターの秩序も層状秩序から影響を受けるのでケース [I]，[II]で大きく違う。従ってドメインの分

け方も [I]と [II]で異なる。具体的に空間ドメインを分割したものが図 3.13である。ドメイン境界で

両サイドのドメインの ψ，ωの値が等しくなるようにする。また，各ドメイン間では支配的な自由エ

ネルギー成分が異なる。LdG自由エネルギーは粒界付近で式 (3.23)と式 (3.26)より，

F̃ =
∫
dr

[
(∇ψ)2 + ψ2

(
π

ld

)2 (cosh(2πx/ld) + cos(2πy/ld)
cosh(2πx/ld) − cos(2πy/ld)

+ tan2(α/4)
)]

(3.39)
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(a) (b)

(粒界)

fs(ψ)

(3)

ψ(x)O ψ

ψ(x)

x
lb/2

(粒界)

fs(ψ)

(3) ψ(x)

O ψ

ψ(x)

x

(1)
(2) L

lb/2

図 3.12: TGBA構造の層状部分における有効的スメクチックポテンシャル f̃s(x)のプロファイル。ポテンシャ
ルの最小値を破線で結んだものが ψ̄(x)である。ψ(x)は実線で表した。ψが急激に変化する粒界付近で |∇ψ|は
大きくなるので，ψは ψ̄から外れる。(a)ケース [I](α < αc)では粒界外の大部分で SmA的な強い層状秩序を
とる。(b)ケース [II](α > αc)では粒界外で SmA的な強い層状秩序の他に局所的に N*相のように層状秩序が
消える部分が存在する。f̃s の形はディレクターの角度 ωと閾値 αc/2の大小に依存する。

となる。第 1項，第 2項は共にカップリングエネルギーに由来し，それぞれグラジエント項と，層

法線とディレクターのロッキング項である。被積分関数は x, yに依存するが，粒界から離れると 1次

元問題に帰着し解析が容易になる。式 (3.26)より層法線は (0, sin(α/2), cos(α/2))となって α/2だけ

傾いた平たい層状構造に収束する。この層法線からのディレクターのずれは ωなので LdG自由エネ

ルギー (3.6)は，

F̃ /(LyLz) =
∫
dx

[
1

2ψ2
0ξ

2

(
ψ2 − ψ2

0

)2
+ ψ′2 + 4q20ψ

2 sin2 ω

2

+q20ψ
2
0λ

2ω′2 − 2q20ψ
2
0λ

2k0ω
′
]

(3.40)

となる。関数 f の x微分を f ′と表した。各項は，第 1項がスメクチックエネルギー，第 2項が ψの

グラジエント項，第 3項が層法線・ディレクターのロッキング項，第 4項がディレクターの Frank弾

性エネルギー，第 5項がキラリティのエネルギーである。

以降，[I]と [II]それぞれのドメインについて見ていく。特に前小節で述べた層状秩序の振る舞いと

支配的な自由エネルギー成分に着目する。

● ケース [I](α < αc，図 3.13(a))

ドメインは (i)と (ii)の 2つに分けられ，その境界を x = ξとした。各ドメインについて述べた

後に境界の選び方を示す。

– ドメイン [I]-(i)(0 < x < ξ)

粒界付近なので，3.4節と同じく欠陥を記述する層変位を含むカップリングエネルギーが

支配的になる。一方，他の自由エネルギー成分は層変位を含まないので小さい。従って，
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(a) (b)

O
x

ω

-αc/2

-α/2
(ii)

lb/2ξ

(i)

xO

ψ

ψ

ψψ0

(i)

O
x-αc/2

-α/2
(ii)

lb/2Lω

xO

ψ

ψ

ψψ0

L+ξξ

(iii)

図 3.13: TGBA構造の空間ドメインの分け方。捩れ角 αの大きさにより 2つの場合がある。(a)ケース [I](α <
αc)では，層状秩序の強い部分が粒界以外の全域に渡る。(b)ケース [II](α > αc)では，x = L付近で層状秩序
はほとんど無くなる。粒界付近 x ∼ 0では近似的に ψ ' 0である。

スメクチックエネルギーとカップリングエネルギーの両方によって決まる ψ = ψ̄の関係は

破れる。層状秩序の強さ ψは螺旋転位コアから近く小さいので，スメクチックエネルギー

は定数項 (ψの 0次項)のみ自由エネルギーに寄与する。また，ディレクターは相関長 λで

緩やかに変化するから，このドメインでの値は粒界中心 (x = 0)の値とほとんど変わらな

いとしてよく n ' ez となる。従って 3.4節の螺旋転位コアの解 (3.31)を用いる。

– ドメイン [I]-(ii)(ξ < x < lb/2)

このドメインではスメクチックエネルギー，カップリングエネルギー，Frank弾性エネル

ギー，キラリティのエネルギー全てが効いている。捩れ角が α < αcの条件を満たすので，

図 3.12(a)のように粒界部分 x ∼ 0以外の全領域で層状秩序が強く ψ = ψ̄を満たす。従っ

て，ψの値を ψ̄と決めているスメクチックエネルギー，カップリングエネルギーのロッキ

ング項は効く。ψが ωの隷属変数になっているので，Frank弾性エネルギー，キラリティ

のエネルギーは効くがカップリングエネルギーの ψのグラジエント項は効かない。

– ドメイン [I]-(i)と (ii)の境界 (x = ξ)

ここではドメイン [I]-(i)と (ii)の境界を決めたい。それぞれのドメインを定義している条

件が x ∼ ξで破綻していることを示す。詳細はA.2節にまとめた。

まとめると表 3.3のようになる。
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● ケース [II](α > αc，図 3.13(b))

ドメインは (i)と (ii)と (iii)の 3つに分けられ，(i)と (ii)の境界を x = ξ，(ii)と (iii)の境界を

x = L + ξ とした。Lは ψ̄(x = L) = 0となる位置である。各ドメインについて述べた後に境

界の選び方を示す。

– ドメイン [II]-(i)(0 < x < L+ ξ)

ドメイン [I]-(i)と同様に粒界付近なので，欠陥を記述する層変位を含むカップリングエネ

ルギーが支配的になる。一方，層変位の変化を記述しない他の自由エネルギー成分の効果

は小さい。層状秩序の強さ ψは螺旋転位コアから近いので小さくなる。従ってスメクチッ

クエネルギーは定数項のみ自由エネルギーに寄与する。また，ディレクターは x < 0と

x > 0の対称性により n ' ez となる。3.4節の螺旋転位コアの解 (3.31)を用いる。

– ドメイン [II]-(ii)(0 < x < L+ ξ)

αが αcより大きいことから，このドメインでは層法線とディレクターの傾き ωが大きく

なる。従って層構造は不安定になって局所的にN*相となり，ディレクターの秩序が支配的

になる。従って，Frank弾性エネルギーとキラリティのエネルギーは効き，層法線とディ

レクターの傾きが大きいのでカップリングエネルギーも効く。一方，層状秩序 ψ は弱く

なるので，スメクチックエネルギーは定数項と層状秩序の低次項 (∝ ψ2)は効くが高次項

(∝ ψ4)は無視できる。

– ドメイン [II]-(iii)(L+ ξ < x < lb/2)

ドメイン [I]-(ii)の場合と同じくスメクチックエネルギー，カップリングエネルギー，Frank

弾性エネルギー，キラリティのエネルギー全てが効いている。図 3.12(b)のように層状秩序

が強く ψ = ψ̄を満たす。従って，ψの値を ψ̄と決めているスメクチックエネルギー，カッ

プリングエネルギーのロッキング項は効く。ψが ωの隷属変数になっているので，Frank

弾性エネルギー，キラリティのエネルギーは効き，カップリングエネルギーの中では ψの

グラジエント項は効かない。ディレクター ωに関しては，ω < αc/2 ∼ 1/(q0ξ)及び典型

的な値 q0ξ ∼ 30 � 1より ωは小さい (表 3.1)。

– ドメイン [II]-(i)と (ii)の境界 (x = L+ ξ)

ここではドメイン [II]-(i)と (ii)の境界を決めたい。それぞれのドメインを定義している条

件が x ∼ ξ で破綻していることを示す。詳細はA.3節にまとめた。

– ドメイン [II]-(ii)と (iii)の境界 (x = L+ ξ)

ここではドメイン [II]-(ii)と (iii)の境界を決めたい。それぞれのドメインの仮定が破綻す

る境界を考え，それが共に x = L+ ξで起こることを示す。

最初にドメイン [II]-(ii)が破綻する境界を考える。ドメイン [I]-(ii)は局所的に N*相なの

で，この仮定が破綻するのは層状秩序ψが大きくなってψ ∼ ψ0となるタイミングである。
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空間ドメイン名 LdG自由エネルギー (3.6)への寄与 解 (小節 3.5.3の結果)

(範囲) スメクチック カップリング
Frank弾性
キラリティ

ドメイン [I]-(i) △ ○ × ψ = C
√

cosh(2πx/ld) − cos(2πy/ld),

(0 < x < ξ) (定数項のみ) ω = (ω0 + α/2)(x/ξ) − α/2

ドメイン [I]-(ii) ○ △ ○ ψ = ψ̄,

(ξ < x < lb/2) (ロッキング項のみ) ω = ω0 sinh [(x− lb/2)/λ]

/ sinh [(ξ − lb/2)/λ]

 接続条件 (小節 3.5.3の結果)：

C =
√

2ψ0 exp(−ξπ/ld)
√

1 − 4q20ξ2 sin2(α/4)


表 3.3: [I](捩れ角 α < αc)における空間ドメイン，各ドメイン内での自由エネルギー成分の寄与の度合いと解
の一覧。自由エネルギーへの寄与は，○＝主要な成分，△＝一部のみ効く成分，×＝無視して良い成分に分け
た。解は小節 3.5.3の結果をまとめた。ld は αの関数である (3.2)。パラメータ α，ω0，lb は自由エネルギー密
度の最小化によって決める。

実際，境界では ψ = ψ̄(L+ ξ)となるが式 (3.36)より

ψ(L+ ξ + δ) ∼ ψ0

√
q0ξ(κ−1 + δ/λ) (3.41)

となる (表 3.1)。δ がスケール λ程で大きくなるにつれて ψ ∼ ψ0 となる。このように，

x = L+ ξでは確かにドメイン [II]-(ii)を特徴付けるN*相の仮定が破綻し始める。

次にドメイン [II]-(iii)が破綻する境界を考える。ドメイン [II]-(iii)では ψ = ψ̄ が成り立

つ。これが破綻するのは ψ がスケール ξ で変化するときである。ψ = ψ̄ と式 (3.41)よ

り，ψの変化するスケールは x = L+ ξにおいて [ψ′(L+ ξ)/ψ0]
−1 ∼ ξとなる。従って，

x = L+ ξにおいて確かにドメイン [II]-(iii)の仮定が破綻する。

まとめると表 3.4のようになる。

以上より，全ての捩れ角 αについて適切な空間ドメインの分け方を決めることが出来た。以降，この

ドメイン分けに沿ってケース [I](小節 3.5.3)とケース [II](小節 3.5.4)それぞれについて，層状秩序と

ディレクターの構造および自由エネルギーを解析する。

3.5.3 α < αcの場合

前節により，捩れ角が α < αcの場合は，主要な自由エネルギー成分によってTGBA構造を 2つの

空間ドメインに分割することが出来た。本小節では各々のドメインにおけるディレクター ωの解を求

める (図 3.13(a))。その次にそれぞれのドメインの解を境界部分で繋げる。こうして求めた解から全

自由エネルギー式 (3.6)を計算する。
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空間ドメイン名 LdG自由エネルギー (3.6)への寄与 解 (小節 3.5.4の結果)

(範囲) スメクチック カップリング
Frank弾性
キラリティ

ドメイン [II]-(i) △ ○ × ψ = C
√

cosh(2πx/ld) − cos(2πy/ld),

(0 < x < ξ) (定数項のみ) ω = ω′
0x− α/2

ドメイン [II]-(ii) △ ○ ○ ψ = Df
(
[x− α/(2ω′

0)] /ξ̄
)
,

(ξ < x < L+ ξ) (最低次項のみ) ω = ω′
0x− α/2

ドメイン [II]-(iii) ○ △ ○ ψ = ψ̄,

(L+ ξ < x < lb/2) (ロッキング項のみ) ω = ω0 sinh [(x− lb/2)/λ]

/sinh [(L+ ξ − lb/2)/λ]


接続条件 (小節 3.5.4の結果)：

Df ((1 − ν) /
√
ν) = ψ0

√
2ν, C =

√
2D exp (−πξ/ld) f ({1 + ν (−1 + L/ξ)} /

√
ν) ,

ω′
0 = (α− αc)/(2L), ν = ω′

0q0ξ
2,

ω0 = [Lαc + ξ(α− αc)] /(2L), f(z) = z(ν−1−1)/2e−z2/2


表 3.4: ケース [II](捩れ角 α > αc)における空間ドメイン，各ドメイン内での自由エネルギー成分の寄与の度
合いと解の一覧。自由エネルギーへの寄与は，○＝主要な成分，△＝一部のみ効く成分，×＝無視して良い成
分に分けた。解は小節 3.5.4の結果をまとめた。ld は α即ち ν の関数である (3.2)。パラメータ L，ν，lb は自
由エネルギー密度の最小化によって決める。

● ドメイン [I]-(i)(0 < x < ξ)

粒界付近での ψの解は式 (3.31)の通り求まっている。ωの状態方程式は LdG自由エネルギー

式 (3.39)から，

ω′′ =
1
λ2

ψ2

ψ2
0

sinω (3.42)

となる。ここで粒界付近では層状秩序は弱いため ψ � ψ0 が成り立つとするとし，境界条件

ω(x = 0) = −α/2を用いると

ψ = C
√

cosh(2πx/ld) − cos(2πy/ld), ω = ω′
0x− α/2 (3.43)

を得る。ただし ω′
0はディレクターの変化率を表す積分定数なので，相関長とは ω′

0
<∼ λ−1の関

係にある。これは式 (3.31)での ω ' −α/2 と整合し，より精密な結果となっている。

● ドメイン [I]-(ii)(ξ < x < lb/2)

このドメインでは層状秩序 ψはディレクターの隷属変数となり ψ = ψ̄となる。ディレクターの

角度は |ω| < αc/2 ∼ 1/(q0ξ)を満たし小さいので，ωの最低次をとって ψ2 sinω ' ψ2
0ωとして

よい。従って式 (3.42)と ω(lb/2) = 0より

ψ = ψ̄, ω = ω0
sinh [(x− lb/2)/λ]
sinh [(ξ − lb/2)/λ]

(3.44)
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となる。ここで ω0 は負の積分定数であり，ω(x = L) = ω0 と ω(x = lb/2) = 0よりドメイン

[I]-(ii)中で捩れるディレクターの角度を表す。

● ドメイン [I]-(i)と (ii)の境界 (x = ξ)

ψと ωの値が 2つのドメイン間で等しいという条件から，

C =
√

2 exp(−ξπ/ld)
√

1 − 4q20ξ2 sin2(α/4) (3.45)

ω0 = ω′
0ξ − α/2 (3.46)

となる。式 (3.45)を求めるために 2つの近似をした。一つは，x = ξは粒界から離れているの

でドメイン [I]-(i)の解 (3.43)の y依存性を無視して ψ ' C exp(ξπ/ld)/
√

2と近似した。もう

一つは，ドメイン [I]-(ii)の解 (3.44)で，ξ � λよりディレクターの角度を ω(x = ξ) ' −α/2
と近似した。

以上の解をまとめると表 3.3となる。フリーパラメータω0は自由エネルギーの最小化によって決める。

そこで自由エネルギーを求める。これもドメイン別に計算する。

● ドメイン [I]-(i)(0 < x < ξ)

ここでの主要な項はカップリングエネルギーである。また，Frank弾性エネルギーとキラリティ

のエネルギーは，後述の全エネルギー最小化によりカップリングエネルギーに比べて無視でき

ることが分かる。層状秩序に関するエネルギーはスメクチックエネルギーの定数項とカップリ

ングエネルギーであり式 (3.43)から，

F̃I1SC/(LyLz) = (LyLz)−1

[∫
dr

{
ψ2

0

2ξ2
+ (∇ψ)2

}

+
∫
dr

{(
π

ld

)2

ψ2
(

cosh(2πx/ld) + cos(2πy/ld)
cosh(2πx/ld) − cos(2πy/ld)

+ tan2 α

4

)}]

=
ψ2

0

2ξ
+ C2q0 tan(α/4) exp

2πξ
ld

(3.47)

となる。残りのディレクターに関するエネルギーは Frank弾性エネルギーとキラリティのエネ

ルギーであり式 (3.43)から，

F̃I1FCh/(LyLz) = λ2ψ2
0q

2
0ξ
(
ω′2

0 − 2k0ω
′
0

)
(3.48)

となる。

● ドメイン [I]-(ii)(ξ < x < lb/2)

ここではスメクチックエネルギー，カップリングエネルギー，Frank弾性エネルギー，キラリ

ティのエネルギーが全て効いてくる。層状秩序に関するエネルギーはスメクチックエネルギー

とカップリングエネルギーであり式 (3.44)から，

F̃I2SC/(LyLz) =
∫ lb/2

ξ
dx

[
ψ′2 + 4ψ2q20 sin2 ω

2
+

1
2ξ2ψ2

0

(
ψ2 − ψ2

0

)2
]

=
1
2
ψ2

0q
2
0λω

2
0

(
− X

sinh2X
+ cothX

)
(3.49)
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となる。ただし

X = (−ξ + lb/2) /λ (3.50)

とした。ψ = ψ̄は ωの隷属変数なのでスケール λ(� ξ)で緩やかに変化する。従ってグラジエ

ント項を無視し ψ̄の空間変化は κ−1の最低次まで求めた。残りの自由エネルギー成分はディレ

クターに関する Frank弾性エネルギーとキラリティのエネルギーであり式 (3.44)から，

F̃I2FCh/(LyLz) =
1
2
ψ2

0q
2
0ω

2
0λ

(
X

sinh2X
+ cothX

)
+ 2ψ2

0q
2
0λ

2k0ω0 (3.51)

となる。

これらを足した全自由エネルギーをフリーパラメータについて最小化する。ω′
0について最小化すると，

F̃I1FCh/(LyLz) = ψ2
0q

2
0ξ
(
(λω′

0)
2 − 2(λk0)(λω′

0)
)

(3.52)

F̃I2FCh/(LyLz) =
ψ2

0q
2
0λ

1 + κ−1 cothX

[
α2

8

(
X

sinh2X
+ cothX

)
− λk0α

1 + κ−1 cothX

]
(3.53)

ω′
0 = α/

[
2λ(tanhX + κ−1

]
) (3.54)

となる。少なくとも α <∼ 1が成り立つので，式 (3.54)からドメイン [I]-(i)でのディレクターの変化率

ω′
0 は確かに ω′

0
<∼ λ−1 となる。また，ドメイン [I]-(i)ではカップリングエネルギー (3.47)に比べて

Frank弾性エネルギーとキラリティのエネルギー (3.52)はオーダー κ−1で無視できることも分かる。

この 2つの結果によって今までのケース [I]の解析は正当化される。

もし α � 1を仮定すると解析は容易になる。実際，実験では αc = 2/q0ξ � 1なので α � 1は満

たされる。αに関する自由エネルギーの安定性を見たいので αの 2次まで展開する。この解析により

SmA相との転移点を決める下部臨界キラリティ kc1 および捩れ角 α，粒界間距離 ld，粒界内の転位間

隔 ldが求まる。全自由エネルギー F̃ = F̃I1SC + F̃I2SC + F̃I2FChは，

F̃ /(ψ2
0q

2
0λ

2LyLz) =
α2

4λ(tanhX + κ−1)
− α(k0 −

1
2q0λ2

) +
1

2q20λ2ξ
(3.55)

となる。ここで，今までの解析は全て α > 0を仮定してきた。従って，TGBA構造 (α > 0)が SmA

相 (α = 0)に転移するのは k0 = 1/(2q0λ2)の場合である。これより下部臨界キラリティが

kc1 =
1

2q0λ2
(3.56)

と求まる。Rennと Lubenskyの結果 kRL
c1 = (lnκ)/(2q0λ2)と比べると，特に London極限 κ� 1で

kc1 < kRL
c1 となる。従って本研究で解析したTGBA構造の方が従来の研究のTGBA構造よりも安定

であることが分かる。下部臨界キラリティを決めるのは螺旋転位の生成エネルギーによるエネルギー

ペナルティと，転位生成によって層が傾いたことによるキラリティのエネルギーゲインのバランスで

ある。本研究と Renn-Lubenskyの研究では螺旋転位のエネルギーの評価方法が違う。これは転位周

りの層変位の歪みを層状秩序の空間変化で調節するのかディレクターで調節するのかの違いである。

また，ψの空間変化を考える転位の解析であっても，転位を単一で考えるか列で考えるかの違いも重

要になる。実際，3.3節で計算した単一螺旋転位の主要エネルギー (3.21)は Renn-Lubenskyと同じ

である。
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層変位の歪みを 螺旋転位間の相互作用

緩和する自由度 なし (単一螺旋転位) あり (螺旋転位列)

ψ |Ψ|の空間変化を考慮した 本節の解析

単一螺旋転位の解析 (3.3節)

→ kc1 = (lnκ)/(2q0λ2) → kc1 = 1/(2q0λ2)

n Renn-Lubenskyの解析 [18] Bluestein-Lubenskyの解析 [20]

→ kc1 = (lnκ)/(2q0λ2) → kc1 = (lnκ)/(2q0λ2)

表 3.5: 各解析方法における螺旋転位 1つあたりのエネルギー評価方法の違いと，それに伴う下部臨界キラリ
ティの違い。

これらをまとめると表 3.5となる。この表より転位のエネルギーを低くする原因は，層変位の歪み

を補う自由度と螺旋転位の相互作用の 2つにあることが考えられる。ψの変化を考慮したとしても単

一の螺旋欠陥のみを考慮した場合には，1つあたりの螺旋転位のエネルギーが大きくなっている。こ

れは，層の歪み (3.9)が長距離的なので，転位遠方まで及ぶディレクター歪みによるエネルギーペナ

ルティは相関長 λが長いため大きい。螺旋転位列ではこの長距離の層の歪みが相殺される。実際，螺

旋転位列 (3.26)は粒界遠方で指数関数的に平たい層構造に収束する。従って，転位 1つあたりのエネ

ルギーを低くするには螺旋転位列を考えて層変位の歪みを少なくし，更に層変位の歪みによるエネル

ギーを補償する自由度として，スケール λの長距離まで減衰しないディレクターの他に，スケール ξ

の短距離で減衰する ψを自由度として取り入れることが必要である。

次に自由エネルギー (3.55)を更に解析して構造パラメータ α，lb，ldを求める。式 (3.55)を αにつ

いて最小化すると自由エネルギー密度は，

F̃ /(ψ2
0LyLzlb/2) =

1
2ξ2(κX + 1)

(
1 − P 2

t (κ tanhX + 1)
)

(3.57)

Pt =
k0 − kc1

kc
(3.58)

α =
αcPt√

2

(
tanhX + κ−1

)
(3.59)

となる。ここで kc は，SmA相 (F̃ = 0)から TGB相を経ずに N*相に転移すると仮定したときの臨

界キラリティ kc = 1/(
√

2λξq0)で，Pt は kc で規格化したキラリティである。あとはX について単

位体積当たりの自由エネルギーを最小化するのみである。自由エネルギー密度 (3.57)を最小にする

X = Xmが求まれば，後述するように lb，ld，αの全てを求めることが出来る。

式 (3.57)の最小化は数値的に行った。自由エネルギー密度を最小にするX = Xmは κと Ptの関数

である。Pt = 1と固定して κについての依存性を見たのが図 3.14である。X = (−ξ + lb/2) /λは層

状秩序が発達しているドメイン [I]-(ii)の長さを表し，κの減少関数となっている。これは，κが大き

いと層状秩序の相関長よりディレクターの相関長の方が長く，ディレクターの秩序が支配的になるか

らである。逆に，κが小さいと層状秩序が強い空間領域が大きくなってX は増える。

次に，κを固定して，規格化したキラリティ Ptを変化させてXmの値を求め，TGBA構造の構造

パラメータを求める。典型的な場合として κ = 100をとって，構造パラメータのキラリティ依存性を
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10-2

10-1

100

101

100 101 102 103 104

κ

Xm

図 3.14: 自由エネルギー密度 (3.57)を最小にするフリーパラメータXm の κ依存性。キラリティは Pt = 1で
固定した。

プロットした (表 3.1，図 3.15，図 3.16)。各パラメータは，

α =
αcPt√

2

(
tanhX + κ−1

)
, (3.60)

lb/λ = 2(Xm + κ−1) (3.61)

ld/λ =
√

2π
Pt (κ tanhX + 1)

(3.62)

で計算できる。図 3.15(a)は図 3.14と同様にXmを求め，キラリティ Ptに対してプロットしたもの

である。キラリティが大きくなるほどXmは小さくなる。これはキラリティが大きくなるとディレク

ターの捩れが強くなるので層状秩序が弱められ，層状秩序が支配的になるドメイン [I]-(ii)が狭くなる

からである。また，ドメイン [I]-(i)とドメイン [I]-(ii)の長さの割合は図 3.15(b)のようにそれぞれ単

調増加，単調減少する。キラリティが増えると図 3.15(c)のように捩れ角 αが大きくなる。αは実線

で表していて αの上限 αcに対応するキラリティの上限 Ptcは Ptc ' 66.0である。Pt ≥ Ptcにおいて

ケース [I](α < αc)の解析は意味を持たない。

図 3.15(c)の 1点鎖線は，同じキラリティで相構造がN*相と仮定した場合の捩れ角 ᾱ(比較のために

TGBA構造と同じ長さ lb で計算したもの)である。N*相では層状秩序が消えているので各々の分子

はキラリティ由来の螺旋秩序をとる。しかしもし TGBA構造のように層状秩序が存在するとキラリ

ティによるディレクターの捩れは妨げられる。その結果，捩れ角 αは ᾱより小さくなる。図 3.15(c)

では，キラリティが低く層状秩序が強い SmAに近い場合には ᾱは αより数倍大きい。ᾱ− αの分だ

け層状構造によって捩れが減ったのである。しかしキラリティを大きくしていくと急速に αは ᾱに収

束する。これは，ほとんどのTGBA構造では，例え層状部分の中でもディレクターはN*相と同様の

空間変化することを意味する。また，局所的にN*相なドメイン [I]-(i)では，式 (3.54)と式 (3.59)よ

り ω′
0 = k0が成り立ち，ディレクターは全領域で N*相の場合と同じになる。この長さ ξのドメイン

[I]-(i)で回転できなかった分 (α/2)−k0ξ = −ω0は，層状秩序が支配的なドメイン [I]-(ii)に侵入する。

60



3.5 TGBA構造の解析：大域的構造

(a) (b)
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(c)
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図 3.15: TGBA 構造のキラリティ依存性。(a) 自由エネルギーを最小にするパラメータ Xm，(b) ドメイン
[I]-(i)(実線)と (ii)(破線)の長さの割合，(c)構造パラメータ α，の 3つをプロットした。α < αc の条件よりキ
ラリティの範囲は Pt < Ptc ' 66.0である。(c)の破線は層状秩序が発達しているドメイン [I]-(ii)での捩れ角
−ω0 である。1点鎖線は，構造を N*相と仮定した場合の捩れ角 ᾱ = lbk0 をプロットした。
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ドメイン [I]-(ii)でディレクターが捩られる角度−ω0は図 3.15(c)の破線で示した。キラリティが小

さく SmA相に近い領域では全領域における捩れ α/2と−ω0がほぼ一致する。このときは，捩れが層

状秩序に侵入すると自由エネルギーが損であるが，ここでは捩れ角が α < αc � 1となっていて十分

に小さい。従って，ほとんどの捩れはドメイン [I]-(i)で回転が済んでしまい，ドメイン [II]-(ii)で回転

させなければいけない捩れがほとんど 0であるのが α/2 ' −ω0の理由である。

一方，キラリティが大きくなると単位長さ当たりの捩れ角 ∝ α/lb を大きくしなければならない。

αを大きくするか lbを小さくするしかないが，αの増加よりも lbの減少の方が大きくなっている (図

3.15(c)，図 3.16(a))。これは，捩れ角を大きくするようにディレクターを変化させるよりも，粒界の間

隔を狭めて粒界の数密度を高くした方がエネルギーが得だからである。というのも，ディレクターの

相関長 λは層状秩序の相関長 ξより大きいので，ディレクターの変化は大きなエネルギーペナルティ

を伴う。しかし新たな粒界の生成によって大きく変化するのはディレクターではなく層状秩序なので，

相対的にエネルギーペナルティが小さい。実際，ドメイン [I]-(i)で計算したように粒界エネルギーに

はディレクターの寄与が殆ど含まれずほぼ ψに関するエネルギーである。従って，キラリティが増加

すると図 3.15(b)のようにドメイン [I]-(ii)が短くなるが，ドメイン [I]-(i)におけるディレクターの変

化率は ω′
0 = k0のままで変化してない。

(a) (b)

10-2

10-1

100

10-1 100 101 102

Pt

ld/λ

lb/λ

100

101

102

10-1 100 101 102

Pt

lb/ld

図 3.16: TGBA 構造のキラリティ依存性。(a) 構造パラメータ lb/λ，ld/λ と (b) 長さの比 lb/ld をプロット
した。

次に TGBA 構造の大域的構造を表す lb，ld を求めた (図 3.16(a)，(b))。キラリティが小さくな

って SmA 相に近付くほど螺旋転位間の距離 lb, ld は共に大きくなっている。転移点付近以外かつ

Pt < Ptc では図 3.16(a)，(b)のように lb も ld も (0.1 − 0.01)λのオーダーである。これは Renn-

Lubensky，Bluestein-Kamien-Lubenskyの結果 (lb，ld ∼ λ) [18,20]と異なり，小節 3.2.1で述べた

実験値 [21,23,48,49]の (0.1− 0.01)λとオーダーが一致する。対応するパラメータ領域は式 (3.58)に

実験値を代入して Pt ∼ 10となる。これまでの理論と異なり転位間の相互作用を考えてかつ ψの自由

度を取り入れたことにより，転位の生成エネルギーおよび相互作用エネルギーが小さな値で評価でき

たため転位間の距離 lb，ldも小さく評価できたものと考えられる。また，比 lb/ldをプロットすると図

3.16(c)のとおり 1のオーダーとなる。これも小節 3.2.1で述べた実験の値 (lb/ld ' 0.7− 2.0)とオー
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ダーが一致する。

本小節ではケース [I](α < αc)におけるTGBA構造の自由エネルギーを計算して，その性質が規格

化されたキラリティ PtとGinzburgパラメータ κの 2つのみによって決まることを明らかにした。ま

た幾つかの構造パラメータを求めてこれまでの理論 [18, 20]より実験とオーダーがよく合うことを確

認した。

3.5.4 α > αcの場合

本小節では捩れ角が α > αcを満たすとき (図 3.13(b))に各々のドメインにおける変数 ψ，ωの解を

求める。既にドメイン [II]-(iii)における層状秩序は ψ = ψ̄であると小節 3.5.1で分かっているので，

ドメイン [II]-(i)，(ii)での ψと，(i)，(ii)，(iii)でのディレクター ωの解を求める。次に，前小節と同

様にそれぞれのドメインの解を境界部分で繋げる。こうして求めた解から全自由エネルギー (3.6)を

計算する。

● ドメイン [II]-(i)(0 < x < ξ)

条件はドメイン [I]-(i)と同じである。従って解は

ψ = C
√

cosh(2πx/ld) − cos(2πy/ld), ω = ω′
0x− α/2 (3.63)

となる。ただし ω′
0はディレクターの変化率を表す積分定数なので，相関長とは ω′

0
<∼ λ−1の関

係にある。

● ドメイン [II]-(ii)(ξ < x < L+ ξ)

ここでは局所的に N*相となっているので，層状秩序について ψ � ψ0 が成り立つ。従って，

ドメイン [II]-(i)と同様に ω は 1次関数となり ω = ω′
0x − α/2が成り立つ。ただし Lの定義

(ω(x = L) = −αc/2)より ω′
0 = (α− αc)/(2L)である。一方，ψの状態方程式は，

ψ′′ = 4q20ψ sin2 [(ω′
0x− α/2)/2

]
− ψ/ξ2 (3.64)

となる。この式は近似的に解くことが出来る (A.4節参照)。解をまとめると

ψ = D

{
α/(2ω′

0) − x

ξ̄

}(ν−1−1)/2

exp

[
−(x− α/(2ω′

0))
2

2ξ̄2

]
ω = ω′

0x− α/2 (3.65)

となる。ν = ω′
0ξ

2q0とした。
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● ドメイン [II]-(iii)(L+ ξ < x < lb/2)

ここでは ψ は ω を通してのみ変化するので ψ = ψ̄ となる。また L < xより |ω| < αc/2 =

2 arcsin [1/(2q0ξ)] � 1を満たし小さい。この 2つの条件と境界条件 ω(x = lb/2) = 0によりド

メイン [I]-(ii)と同様に

ψ = ψ̄, ω = ω0
sinh [(x− lb/2)/λ]

sinh [(L+ ξ − lb/2)/λ]
(3.66)

となる。ここで ω0 は負の積分定数であり，ω(x = L) = ω0 と ω(x = lb/2) = 0よりドメイン

[II]-(iii)で捩れるディレクターの角度を表す。

● ドメイン [II]-(i)と (ii)の境界 (x = ξ)

ψと ωの値が連続という条件から，

C = D
√

2
{
α/(2ω′

0) − x

ξ̄

}(ν−1−1)/2

exp

[
−(ξ − α/(2ω′

0))
2

2ξ̄2
− ξπ

ld

]
(3.67)

となる。ここで，x = ξは粒界から離れているのでドメイン [II]-(i)の解 (3.43)の y依存性は無

視して ψ ' C exp(ξπ/ld)/
√

2と近似した。ωはドメイン [II]-(i)と (ii)で共通の解を持つ。

● ドメイン [II]-(ii)と (iii)の境界 (x = L+ ξ)

ψと ωの値が連続という条件から，

D = ψ̄(x = L+ ξ)

{
ξ̄

α/(2ω′
0) − x

}(ν−1−1)/2

exp

[
(αc/(2ω′

0) − ξ)2

2ξ̄2

]
(3.68)

ω0 = ω′
0(L+ ξ) − α

2
(3.69)

となる。ここで ξ/λ� 1より ψ̄(x = L+ ξ) ' ψ0

√
ω′

0ξ
(
4q20ξ

2 − 1
)1/4と近似できる。

以上の解をまとめると表 3.4となる。パラメータ L，ν は自由エネルギーの最小化によって決める。

そこで自由エネルギーを求める。これもドメイン別に計算する。

● ドメイン [II]-(i)(0 < x < ξ)

ドメイン [I]-(i)と同様にここでの主要な項はカップリングエネルギーである。層状秩序に関す

るエネルギーはカップリングエネルギーとスメクチックエネルギーの定数項であり，

F̃II1SC/(LyLz) =
ψ2

0

2ξ
+

C2π

2ld cos2(α/4)
exp

2πξ
ld

(3.70)

となる。また残りのディレクターに関するエネルギーは Frank弾性エネルギーとキラリティの

エネルギーであり

F̃II1FCh/(LyLz) = λ2ψ2
0q

2
0ξ
(
ω′2

0 − 2k0ω
′
0

)
(3.71)

となる。
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● ドメイン [II]-(ii)(ξ < x < L+ ξ)

このドメインではスメクチックエネルギー，カップリングエネルギー，Frank弾性エネルギー，

キラリティのエネルギーが全て効いてくる。ただし層状秩序は弱いのでスメクチックエネルギー

の ψの高次項は効かない。層状秩序に関するエネルギーはスメクチックエネルギーとカップリ

ングエネルギーであり，

F̃II2SC/(LyLz) =
Lψ2

0

2ξ2
+
D2

ξ̄

[
g
(
(1 − ν) /

√
ν
)
− g

(
{1 + ν (−1 + L/ξ)} /

√
ν
)]

(3.72)

g(z) = zν−1
e−z2

(
1 +

1 − ν−1

2
z−2

)
(3.73)

となる。一方残りの自由エネルギー成分はディレクターに関するものであり，

F̃II2FCh/(LyLz) = λ2ψ2
0q

2
0L
(
ω′2

0 − 2k0ω
′
0

)
(3.74)

となる。

● ドメイン [II]-(iii)(L+ ξ < x < lb/2)

このドメインではスメクチックエネルギー，カップリングエネルギー，Frank弾性エネルギー，

キラリティのエネルギーが全て効いてくる。ただし ψ は ω を通してのみ xに依存するのでス

ケール λで緩やかに変化する。従ってカップリングエネルギーのうちグラジエント項は無視でき

る。層状秩序に関するエネルギーはスメクチックエネルギーとカップリングエネルギーであり，

F̃II3SC/(LyLz) =
∫ lb/2

L+ξ
dx

[
ψ′2 + 4ψ2q20 sin2 ω

2
+

1
2ξ2ψ2

0

(
ψ2 − ψ2

0

)2
]

=
1
2
ψ2

0q
2
0λω

2
0

(
− X

sinh2X
+ cothX

)
(3.75)

となる。また，残りのディレクターに関するエネルギーは Frank弾性エネルギーとキラリティ

のエネルギーであり，

F̃II3FCh/(LyLz) =
1
2
ψ2

0q
2
0ω

2
0λ

(
X

sinh2X
+ cothX

)
+ 2ψ2

0q
2
0λ

2k0ω0 (3.76)

となる。ただし

X = [(lb/2) − ξ − L] /λ (3.77)

とした。

こうして，[I]と [II]を合わせて全ての αにおける TGBA構造のエネルギーを求めることが出来た。

TGBA構造の自由エネルギー成分に接続条件を代入する。(3.67)，(3.68)，式 (3.70)，(3.71)，(3.72)，

(3.74)，(3.75)，(3.76)および q0ξ � 1などより，
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F̃II1SC/(LyLzψ
2
0) =

1
2ξ

[
1 + 8q0ξν

f2 ({1 + ν (−1 + κY )} /
√
ν)

f2 ((1 − ν) /
√
ν)

tan
1 + νκY

2qoξ

]

=
1
2ξ

[
1 + 4ν (1 + νκY )

f2 ({1 + ν (−1 + κY )} /
√
ν)

f2 ((1 − ν) /
√
ν)

]
(3.78)

(
F̃II1FCh + F̃II2FCh

)
/(ψ2

0LyLz) =
κY + 1

ξ

[
(κν)2 −

√
2Pκν

]
(3.79)

F̃II2SC/(ψ2
0LyLz) =

1
ξ

[
κY

2
+

2ν
√
ν

f2 ((1 − ν) /
√
ν)

×
[
g
(
(1 − ν) /

√
ν
)
− g

(
{1 + ν (−1 + κY )} /

√
ν
)]]

(3.80)

F̃II3SC/(ψ2
0LyLz) =

κ(1 − ν)2

2ξ

(
− X

sinh2X
+ cothX

)
(3.81)

F̃II3FCh/(ψ2
0LyLz) =

κ(1 − ν)
2ξ

[
(1 − ν)

(
X

sinh2X
+ cothX

)
− 2

√
2P
]

(3.82)

f(z) = z(ν−1−1)/2e−z2/2 (3.83)

g(z) = zν−1
e−z2

[
1 +

1 − ν−1

2
z−2

]
(3.84)

となる。ここで無次元変数 Y，ν，および無次元パラメータ P

Y = L/λ (3.85)

ν = ξ2q0ω
′
0 (3.86)

P = k0/kc (3.87)

を用いた。X，Y，νは自由エネルギーの最小化によって決めるので，残りの無次元パラメータ κ，P

のみによって α > αcの TGBA構造が決定されることが分かる。

最初に TGBA 構造が N*相に相転移する上部臨界キラリティ kc2 を求め，Renn-Lubensky の結

果 kRL
c2 = 1/(q0ξ2) と比較する。これは連続転移することが知られているので [18]，ディレクター

は N*相のプロファイル ω′
0 = k0，α = lbk0 を仮定する。k0 = kRL

c2 + δk0 (δk0
<∼ kRL

c2 )とすると，

オーダー評価より F̃II1FCh，F̃II2FCh，F̃II3FChのみが主要項となる。全自由エネルギーは F̃TGBAII =

F̃II1FCh + F̃II2FCh + F̃II3FChからN*相のエネルギー F̃N∗/(LyLzlb/2) = ψ2
0

[
−q20λ2k2

0 + 1/2ξ2
]
の差

をとると， (
F̃TGBAII − F̃N∗

)
/(ψ2

0LyLz) =
λ2q0
ξ
δk0 + O(δk2

0) (3.88)

となり，k0 > kRL
c2 では N*相が安定となり，k0 < kRL

c2 では TGBA構造が安定となることが分かる。

これより本研究の解析でもRenn-Lubenskyの解析と同じく

kc2 = 1/(q0ξ2) (3.89)

となる。上部臨界キラリティが式 (3.89)で与えられる直観的理由を以降で考えたい。式 (3.88)は，

TGBA構造のドメイン [II]-(i)，(ii)，(iii)のディレクターのエネルギーを，N*相のエネルギーで差し

引いたものである。TGBA構造のドメイン [II]-(i)はN*相と同じなので，TGBA構造とN*相の相転
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移点を決めているのは，エネルギー差の原因であるドメイン [II]-(ii)と (iii)のディレクターであること

が分かる。ここで，ドメイン [II]-(ii)ではディレクターは一定の捩れ率 ω′
0 = k0で変化する。また，L

の定義により x = 0 ∼ Lの区間でディレクターは (α− αc) /2だけ捩れる。従って残り x = L ∼ lb/2

で必ず αc/2だけディレクターは捩れなければいけない。一方，ドメイン [II]-(iii)では局所的に SmA

相で層状秩序が残っているが，(iii)でのディレクターの回転が−αc/2 ≤ ω0 ≤ 0の範囲内ならば螺旋

秩序と共存できる。以上より，局所的なN*相と SmA相の界面 x = L ∼ L+ ξにおけるディレクター

の捩れ角 k0ξが重要であることが分かる。

(a) (b)

(i)

O
x-αc/2

-α/2
(ii)

lb/2
Lω

L+ξ

(i)

O x

-αc/2
-α/2

(ii)

lb/2L

ω
L+ξ

(iii)

ξ

図 3.17: ディレクターのプロファイルと TGBA-N*相転移点。(a) ω(x = L + ξ) > 0となると lb/2 < L + ξ

となる。(b) ω(x = L+ ξ) < 0となると L+ ξ < lb/2となる。

k0 > kc2(即ち k0ξ > αc/2)の場合には，ディレクターはαc/2以上捩られており，ω(x = L+ξ) > 0

となって境界条件 ω(x = lb/2) = 0より lb/2 < L + ξ となる。これは局所的に SmA相になるド

メイン [II]-(iii)は消えて全空間領域で N*相となることを意味する (図 3.17(a))。一方 k0 < kc2(即ち

k0ξ < αc/2)の場合には，界面でディレクターの捩れ角がαc/2より小さい。従って，ドメイン [II]-(ii)

で ω = 0となることはなくなりL+ ξ < lb/2となるので，層状秩序が残っているドメイン [II]-(iii)は

確かに存在する (図 3.17(b))。これはTGBA構造が安定に存在することを意味する。別の考え方も出

来る。界面を隔てて局所的なN*相と SmA相のどちらが強いかを考える。k0ξは螺旋秩序の強さを表

すから局所的なN*相の強さ，対してαc/2は層状秩序が消え始める捩れの大きさだから局所的な SmA

相の強さを表す。もし界面でディレクターを αc/2以上捩ることが可能な場合は界面は完全なN*相に

なる。これはN*相のディレクターの秩序が層状秩序に勝るのでN*相が安定な相になると考えること

が出来る。他方，界面でのディレクターの捩れ角が αc/2に満たない場合は SmA相の層状秩序がN*

相のディレクターの秩序と競合していることを意味しTGBA構造が安定になる。こうして求めた kc2

は Renn-Lubenskyの論文の他に数値計算でも正しいことが確認されているので [31]，本解析の手法

の妥当性が確認できる。

次に TGBAの平衡構造を求める。即ち自由エネルギーを最小にする捩れ角 α，螺旋転位列の周期

ld，粒界間の距離 lb を求める。主要になるエネルギー項は TGBA-N*相転移のときのようにディレ

クターのエネルギーだけでなく，ケース [I]とクロスオーバーする場合には層状秩序 ψのエネルギー

も無視できなくなる。従って，式 (3.78)∼(3.82)をこれ以上解析的に計算するのは困難なので，数値
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的に自由エネルギーを最小にする X = Xm，Y = Ym，ν = νm を求めたのが図 3.18である。簡

単のために κ = 100をとりキラリティ Pの依存性のみを見た。数値計算では P >∼ 141で X が 0に

なる特異的な振る舞いが見られた。これは式 (3.89)より P =
√

2κ ' 141.2が TGBA-N*転移点で

あることと対応している。キラリティを増加させると，局所的に SmA相なドメイン [II]-(iii)の長さ

(X = (lb/2 − L− ξ)/λ)は冪的に減少していき TGBA-N*転移点付近で急速に 0へ収束する。また，

ドメイン [II]-(ii)の長さ (Y = L/λ)はキラリティを増やすにつれて 0から立ち上がりその後再び減少

する (図 3.18(b))。これは転位間の距離 lb/2が減少するのに伴うものである (図 3.19(b))。実際，lb/2

について規格化すると，Ymに対応する局所的にN*相なドメイン [II]-(i),(ii)の長さが単調に 0付近か

ら 1付近まで増加していることが分かる (図 3.18(d))。このドメインでのディレクターの変化率に関

しては，図 3.18(c)の通り ω′
0 = k0 がほぼ成り立つ。ケース [I](α < αc)では厳密に ω′

0 = k0 が導か

れるが，ケース [II](α > αc)でも引き継がれている性質である。

Ym は 0から立ち上がるときにあるキラリティから突然大きくなる。しかし，これは実際の系でも

突然大きくなる訳ではなく人工的に空間ドメインを分けた効果だと考えている。前節で分けたドメイ

ン [II]-(i)と (ii)の境界位置はオーダーでしか決まらない値である。しかし本研究ではそれを x = ξと

一意に表した。従って，本来なめらかに変化するドメイン長が不連続的な振る舞いになってしまった

ものと考えられる。以上より，実際の系では図 3.18(b)のような不連続な傾きはとらずに滑らかに 0

から増加していくものと予想される。

ケース [II]が成立するキラリティの範囲を求めるために捩れ角 αをプロットした (図 3.19(a))。キ

ラリティが小さいときには α = αc と一定値をとるが，Ym が大きくなるのと同じタイミング (P =

PN∗ ' 22.2)で αは大きくなる (図 3.18(b))。キラリティが大きくなると単位長さ当たりの捩れ α/lb

を稼ぐために，局所的に N*相の部分の長さを増やしてディレクターの螺旋秩序を支配的にして αを

大きくする。一方，局所的に SmA相なドメイン [II]-(iii)の長さはキラリティの増加と共に減少する

ので，このドメインで捩れる角度 |ω0|もキラリティの増加と共に小さくなり N*相との転移点で 0に

なる (図 3.18(a)，図 3.19(a)の破線)。

TGBA構造の長さ lb，ldは図 3.19(b)，(c)の通りである。このうち，ケース [I]からケース [II]に

移行する P > Pc ' 66.0に着目すると lb/λも ld/λも 0.1-0.01のオーダーとなり比は lb/ld ' 1とな

る。これらは小節 3.2.1で述べた実験値 [21, 23, 48, 49]の lb, ld ∼ (0.1 − 0.01)λ，lb/ld ∼ 1と定性的

に合う。Renn-Lubensky，Bluestein-Kamien-Lubenskyの理論では lb/ld ∼ 1は成り立っているが，

lbと ldは λの数倍のオーダーである [18,20]。

本小節ではケース [II](α > αc)において TGBA構造の自由エネルギーを計算して，その性質が規

格化されたキラリティ P とGinzburgパラメータ κの 2つのみによって決まることを明らかにした。

また幾つかの構造パラメータを求めてこれまでの理論よりも実験値のオーダーとよく合うことを確認

できた。
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(a) (b)
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(c) (d)

 0.04

 0.2

 1

 1  50 141

P
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(L+ξ)/(lb/2)

[(lb/2)-L-ξ]
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図 3.18: 自由エネルギーを最小にするパラメータのキラリティ依存性。(a)，(b)，(c)はそれぞれXm，Ym，νm

を表し，(d)はドメイン [II]-(i)と (ii)(破線)，(iii)(実線)のそれぞれの割合を表す。
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(a) (b)
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図 3.19: 構造パラメータ (a)α，(b)lb, ld，(c)lb/ld のキラリティ依存性。α > αc の条件よりキラリティの範囲
は P > Pc ' 66.02である。Pc は αc に対応するキラリティである。(a)の捩れ角 αのプロットでは，構造を
N*相と仮定した場合の捩れ角 ᾱ = lbk0 と αがほとんど一致している。破線は −ω0 である。局所的な N*部分
の長さ Ym が大きくなるのと同じタイミング (P = PN∗ ' 22.2)で，αも大きくなる。
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3.6 議論

ここでは前節の結果を踏まえて，

● 下部臨界キラリティ kc1が過去の研究から変更されることの液晶，および他の系における意味

● 螺旋転位列のコアの大きさ

● SmA相・TGBA構造・N*相を含む相図

の 3つについて述べる。

● 下部臨界キラリティ kc1が過去の研究から変更されることの液晶，および他の系における意味

ケース [I](α < αc)のTGBA構造の解析により，秩序変数 |Ψ|の空間変化および同一粒界内の螺
旋転位間の相互作用を考えると，下部臨界キラリティ kc1が従来の (lnκ)/(2q0λ2)から 1/(2q0λ2)

へ変更されることが分かった。これによってTGBA構造の安定領域が広がる。この kc1の変更

は，1つあたりの螺旋転位の生成エネルギーが低くなることを意味する。ここでは，具体的に螺

旋転位のエネルギーが低くなる仕組みと，そのエネルギー低下に必要な条件を考える。その結

果を用いて液晶以外の系でも欠陥エネルギーの低下・安定領域の拡大が起きないかを考察する。

前節の小節 3.5.3の通り，本研究の解析における 1螺旋転位あたりのエネルギーの減少には，転

位間の相互作用による層変位の歪み vの減少とΨの自由度によるエネルギー減少の 2つの理由

がある。欠陥による層変位歪みのエネルギーを小さくするには，転位列を形成することで層変

位の歪みを小さくして，かつより低エネルギーで緩和させるために層状秩序変数を変化させる

ことが必要である。

転位列を形成することで単一螺旋転位の長距離的な層変位歪み (3.9)が消える。図 3.20のよう

に，複数の螺旋転位を考慮すると相互作用によって各々の螺旋転位による層変位の歪みが，特

に長距離部分で相殺される。この結果，長距離まで歪んでいた単一転位の層変位が短距離的な

歪みに変化する。螺旋転位列から離れた位置では層変位の歪みが空間変化しなくなり平たい層

構造をつくり，一定角度だけ剛体回転しているのみである (図 3.10)。ここで重要なことは，こ

の層変位の歪みの相殺が螺旋転位の間隔によらずに起こることである。それは単一螺旋転位の

つくる層変位歪みが冪乗なのでスケールによらないからである。従って，どんなにTGBA構造

が SmA相に近くて転位列における転位間距離が長くても，螺旋転位単独でエネルギー評価を行

うことは正しくない。このように，転位の相互作用によって層変位の歪みを小さくすることが

1転位あたりのエネルギーを低くする原因 1つである。

1転位あたりのエネルギーを低くするもう 1つの原因は層変位歪みのエネルギーを緩和する自由

度である。本研究の解析ではディレクターnの他に層状秩序変数 ψも歪みのエネルギーを緩和

する自由度である。2つの自由度の違いは ψの相関長 ξより nの相関長 λの方が遙かに長いこ

とである。従って短距離で nが変化すると大きなエネルギーペナルティを生む。層構造が平坦

になって剛体回転するのは粒界から ldより離れた位置である。この領域では，回転する層法線

と平行になるようにディレクターを捩ることが出来る。実際のTGBA構造の場合では，ディレ
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図 3.20: 単一螺旋転位の長距離的な層変位の歪みが転位間の相互作用で短距離に変わる様子。矢印は層法線の
歪み vを表し赤の×は螺旋転位の中心を表す。(a)単一螺旋転位による層変位の歪みは式 (3.9)のように冪的で
長距離まで及ぶ。(b)しかし転位列を形成することで赤の点線で示したように層変位の歪みが相殺する。(c)こ
の結果，転位列から ld ほど離れた位置では層変位は y軸依存性を持つが，(d)転位列から ld より十分に離れた
位置では転位列は y軸上の一様直線と見なせるので，y 依存性が消えて層変位の歪みは一定になる。

クターのこの捩れは分子のキラリティによって自発的なされるため，自由エネルギーはペナル

ティを受けない。一方，粒界からの距離が ldより小さい領域では，層変位はスケール ldで x軸

方向にも y軸方向にも変化する。ここでディレクターを層法線に平行になるように変化させて

しまうと相関長 λが長いのでエネルギーペナルティが大きい。従って，短い相関長 ξを持つ層状

秩序 ψを弱めることによって，層変位が歪むことによるエネルギーペナルティを最小限に抑え

ている。このように，短距離では短い相関長 ξ ∼ ldを持つ ψが，長距離では長い相関長 λ� ld

を持つ nが，欠陥による層変形に伴い変化することで欠陥のエネルギーを低くしている。

このようにTGBA構造では，1次元転位列間の相互作用および長短両方のスケールで変化する

自由度のセットによって欠陥エネルギーを低くすることが出来ている。では，同じような仕組

みでより空間高次元の欠陥構造の生成エネルギーを低くすることは出来るだろうか？　空間 3

次元のうち，1つの軸は螺旋転位に平行な方向で占められているので，2次元的に転位が整列す

る構造を考える (図 3.21)。超伝導体の渦糸格子相がこれに当たる。TGBA構造と比べて 1転

位当たり近接する転位の個数が多くなって層変位の歪みはTGBA構造よりも小さくなる。しか

し，結論から言うと欠陥のエネルギーを低くすることは出来ない。何故なら相関長 λの長いベ

クトルポテンシャル (液晶ではディレクターに対応) の変化する範囲が制限されてしまうからで

ある (図 3.22)。長い相関長をもつ秩序は少し乱れただけでもエネルギーペナルティが大きい。

TGBA構造の 1次元的な転位列の場合には，空間 3次元の 3つの方向を転位に平行な方向，列

が続く方向，ディレクターの捩れ方向の 3つに分配することが出来た。分子のキラリティよっ

てディレクターは自発的に捩れて長距離の層変形を補償しているため，このエネルギーコスト

は小さい。ところが 2次元の転位格子では，空間 3次元の持つ 3方向が転位に平行な方向，転

位格子の秩序が続く 2方向，で埋められてしまう。従ってディレクター (超伝導体ではベクトル

ポテンシャル)は大きなスケールで変化する方向をとれないので，エネルギーペナルティが大き
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図 3.21: 2次元的な転位の格子における転位間相互作用のによる層変位の変化。1次元的な転位列の場合 (図
3.20)と比較して 2次元では (a)のように最近接の転位数が多くなる。従って，赤い破線で示したように，単一
螺旋転位による長距離的な層変位は 2次元平面内全ての方向について相殺される。残るのは (b)のような各転
位近くの短距離的な層変位のみである。
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図 3.22: 1次元的転位列と 2次元的格子の比較。最も異なる点は相関長の長い自由度 (ディレクター，ベクトル
ポテンシャル)が変化するスケールに，幾何学的な拘束がかかるか否かである。(a)1次元的な螺旋転位列。欠陥
の影響が残る領域 (緑色)と影響が減衰している領域 (青色)の境界は ldと独立に選べる。(b) 2次元的な転位の
格子。欠陥の影響が残る領域 (緑色)と影響が減衰している領域 (青色)の境界は ld によって決まる。
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くなる。従って 2次元の転位格子では欠陥の生成エネルギーを低くすることは出来ない。実際，

超伝導体の渦糸格子相で渦糸間の相互作用を考えて数値計算をした下部臨界磁場は，単一の渦

糸のエネルギーを評価した場合と定性的に変わらない [53]。

以上より，欠陥の生成エネルギーを低く抑えられるのは 1次元的な螺旋転位列のみと言うことが

分かり，液晶のTGB相は代表的な例となる。他の物質に目を向けると，TGB相とアナロジーの

ある超伝導体の渦糸格子相では欠陥が周期的に整列する。等方的な超伝導体では 2次元格子をと

る。しかし，非等方性の強い物質では物質が持つ特徴的な方向から傾いた方向に磁場を印加する

と 2次元的な渦糸格子構造の中に渦糸の数密度の高い列 (渦糸鎖)が現れることがある [54–56]。

物質の特徴的な方向とは伝導面に垂直な方向を言う。同一の渦糸鎖に属する渦糸は互いに強く

相互作用して伝導面内に電流が流れているので，繋がっているように見える (図 3.23)。電流は

∇Ψで表されるので液晶では層法線に対応する。従って，1次元的列な渦糸鎖は電流を媒介とし

た相互作用の結果，TGBA構造に見られる 1次元的な螺旋転位列と同様に，1つ当たりの渦糸

のエネルギーを低くしている可能性があると考えられる。

(a)Bi2.1Sr1.9Ca0.9O8+δ の渦糸鎖 (b)Bi2Sr2CaO8+δ の渦糸鎖

図 3.23: 高温超伝導体における渦糸鎖の例。(a)Bi2.1Sr1.9Ca0.9O8+δ の伝導面に平行な磁場分布。磁場の強い
部分に集まる磁気微粒子 (鉄・ニッケルなど)を蒸着塗布させて顕微鏡観察したもの。暗い部分が渦糸で水平方
向に渦糸の密度が高い線上の領域が走っている。この渦糸鎖の間隔は約 10µmである。磁場は 35Gで伝導面に
対して 70◦ 傾いている。(b)Bi2Sr2CaO8+δ 薄膜のローレンツ顕微鏡による写真。温度は 50K，磁場は 1mTで
薄膜に対して 80◦ だけ傾いている。縦方向に渦糸鎖が走っているのが分かる。

● 螺旋転位列の粒界コアの大きさ

粒界周りの ψの小さい部分を粒界コアの大きさと定義する。するとケース [I]では転位コアの大

きさは ξ程度であるが，ケース [II]では ξ + Lとなって Lだけ増える。実験では物質は一定で

(つまりキラリティ k0は一定で)温度のみを変化できる。ケース [I]では ψの相関長が平均場近

似の範囲内で ξ ∝ |τ |−1/2の依存性を持つので，温度を上げれば粒界コアは ξを通して増加する。

ケース [II]での粒界コアの大きさは ξ + λYmである。相関長は ξも λも同じ∼ |τ |−1/2の依存

性を持つので，相関長を通した粒界コアの大きさの温度依存性は，ケース [I]と同じである。し

かし，規格化されたキラリティ P は温度を上げると |τ |−1で増加し (3.87)，YmはN*相との転
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移点近傍以外では，規格化されたキラリティ P が大きくなると大きくなる (図 3.18(b))。従っ

て，ケース [II]での粒界コアはケース [I]よりも温度の増加に対する増え方が大きくなると考え

られる (図 3.24)。しかし，N*相との転移点近傍では図 3.18(b)より逆に温度の増加に伴って転

 0

 0.01

 0.02

 0.03

 0.04

 0.1  1  10  100

P

(ξ+L)/λ

図 3.24: コア領域のサイズの P 依存性。λで規格化している。コアサイズが大きくなっているのは局所的にN*
相的な領域 (ドメイン [II]-(ii))が出現するためである。

位コアの大きさが小さくなる。実験では，このような層状秩序の弱い領域を FFTEMで観測す

ることが出来る可能性がある。

● SmA相，TGBA構造，N*相を含む相図

ここでは前節の解析から，TGBA構造を含む相図を温度 τ = (T − TNA)/TNA とキラリティ

k0について求める。TNAはキラリティが 0と仮定した場合の SmA-N相転移点である。ケース

[I](α < αc)即ち Pt < Ptcが成り立つときにはTGBA構造は 2つの無次元量 κと Ptで表され，

ケース [II](α < αc)即ち Pt > Ptcでは 2つの無次元量 κと P で表された。κ = 100において，

ケース [II]では P − Pt = 1/(
√

2κ) � Ptc ' 66.0のため，P ' Pt と見なして良い。つまり，

ケース [I][II]を通して TGBAの構造は κと Pt のみによって決定される。Ginzburgパラメー

タ κは温度やキラリティによらない定数で液晶における典型的な値は κ ∼ 100である (表 3.1)。

一方，式 (1.7)より Ptには温度 T・キラリティ k0の両方が含まれることが分かる。Ptをキラ

リティについて書き直すと，

k0d =
√

2π|t|
κ

[Pt + Pc1] (3.90)

となる。ただし k0dはキラリティを層構造の周期を表す定数 dで規格化したもので，螺旋ピッ

チに対する層周期の比を表す。また，Pc1 = P (k0 = kc1)であり，温度は t = τ/q20Bと規格化

する。t ∼ −1の場合は，ψの相関長が dと同程度の場合である。ψ = ψ0から ψ = −ψ0まで変

化するドメインウォールの厚さが層周期 d程度になる温度である。dは液晶分子の長さ程度の

なのでドメインウォールの厚さは小さく界面エネルギーは高い。つまり，高い界面エネルギー

に打ち勝ってドメインウォールを維持できるくらい層状秩序が強いとき，つまり十分低温の場

合を意味する。
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10-1

k0 d

t (∝T-TNA)
-0.1
(~ -0.1K)

0

10-3

10-5

-0.05

N*相

TGBA構造[II]
TGBA構造[I]

(　　　　Renn-Lubenskyでの
                      TGBA-SmA境界)

SmA相

図 3.25: N*相，TGBA構造，SmA相を含む相図 (κ = 100)。実線，1点鎖線は相境界を示し平均場近似では 2
次転移であり，破線は単に安定状態が移り変わる境界である (凡例参照)。横軸は規格化した温度 t = τ/q20B で
ある。実験 [23]より |t| ∼ 0.1が 0.1Kに対応する。

式 (3.90)より相図で用いる相境界が決まる。TGBA-N*相転移点は Pt ' P =
√

2κで与えら

れ，SmA-TGBA相転移点はPt = 0で与えられる。ケース [I]からケース [II]に移り変わるのは

Pt = Ptcで，κ = 100ではPtc ' 66.0である。また，Renn-Lubenskyが求めた SmA-TGBA相

転移点 k0 = (1/2q20λ) lnκは Pt +Pc1 = (1/
√

2κ) lnκで与えられる。以上より，相図は図 3.25

となる。TGBA構造は捩れ角 αの大小によってケース [I][II]の 2つに分かれる。捩れ角が小さ

いケース [I]では粒界以外の全ての空間領域は層状秩序が強く SmA的な構造を持つ。対して捩れ

角が大きいケース [II]では層状秩序が局所的に消えている空間領域が粒界以外に存在しN*的な

構造を持つ。両者は温度またはキラリティを大きくするに従って SmA-TGBA[I]-TGBA[II]-N*

となる (図 3.25)。ここで，TGBA[I]とTGBA[II]はそれぞれケース [I]と [II]でのTGBA構造

である。両者の間はクロスオーバーである可能性が高い。なぜならば，[II]で見られる局所的に

N*的な空間ドメインの長さは，本研究で用いたドメインの分け方が原因で，温度・キラリティ

の変化に対して不連続的に変化している考えられるからである。

また，下部臨界キラリティ kc1 が Renn-Lubensky [18]の結果 kRL
c1 = (lnκ)/2q0λ2 から kc1 =

1/2q0λ2へ変更されることによりTGBA[I]構造の安定領域が SmA相に対して広がる。臨界キ

ラリティの比は kRL
c1 /kc1 = lnκとなり，特に London極限 κ→ ∞で相図上での安定領域を大

きく変える。
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3.7 結論

本章では，TGBA構造を秩序変数 |Ψ|の空間変化を考慮して解析した。主な結果をまとめる。

I. SmA-TGBA相転移の下部臨界キラリティ kc1

螺旋転位 1つ当たりのエネルギーとキラリティのバランスによって決まる SmA-TGBAの相

転移点 kc1 を導いた (3.56)。結果は過去の Renn-Lubenskyの結果 [18]と異なり Ginzburgパ

ラメータ κ(1.8)の対数項が消える。これには 2つの理由がある。1つは，螺旋転位による長距

離的な層変位の歪みが他の螺旋転位と相殺されて，短距離的な歪みにとどまること。もう 1つ

は，ディレクターだけでなく秩序変数 |Ψ|がその短距離的な歪みを緩和するからである。同じ
ように下部臨界キラリティが低く変更される場合は，超伝導体の渦糸鎖でも見られる可能性が

ある [54–56]。

II. TGBAの構造を左右する捩れ角の閾値 αc

本研究の解析により捩れ角 αが αcより大きいか小さいかで空間構造が大きく変化することが分

かった (3.37)。α < αcでは粒界から ξより離れた全領域で層状秩序が強い。しかし α > αcと

なると粒界から ξより十分離れた領域でも層状秩序が弱く ψ � ψ0となる。理由は，ディレク

ターと層法線のカップリングである。層構造は SmA的なディレクターと層法線が一致してい

る状態で安定なので，ディレクターの捩れが大きいと層法線とのずれが大きくなり，層構造は

不安定になって ψは小さな値をとる。このことは第 2章で指摘した層状秩序とディレクターの

カップリングエネルギーによる重要な帰結である。

III. TGBAの構造を決めるパラメータ

α > αc でも α < αc においても，共通して TGBAの定性的な構造は Ginzburgパラメータ

κ(1.8)と規格化されたキラリティ Pt(3.59)によってのみ決まる。このうち，κは温度によらず

物質によってのみ決まる量だが，Ptには分子のキラリティと温度の両方が含まれている。従っ

て，温度とキラリティによる相図は Ptのみによって記述される。

IV. 粒界コアの大きさの温度依存性

キラリティ k0 を一定にして温度を変化すると，α < αc の場合 (小節 3.5.3)と α > αc の場合

(小節 3.5.4)で粒界コアの大きさの温度依存性が異なる。粒界コアは粒界付近で層状秩序が非常

に弱くなっている部分であり，FFTEM観察などにより実験でも調べられる可能性がある。平

均場近似を仮定すると，α < αc では温度に対してコアサイズは ∼ |T − TNA|−1/2 で変化する

が，α > αcとなるとこれから外れて増える (図 3.24)。ここで TNAはキラリティが 0のときの

SmA相とN相の転移温度である。

V. 螺旋転位列からなる結晶粒界の解析的表示

螺旋転位列の粒界における層状秩序 ψの解析的な表示を導いた (3.31)。これは数値計算 [31]と

も定性的に合致している。TGBA構造の数値的研究は，パラメータによっては非常に広い層状

部分も考慮に入れて計算しなければならなく，広範囲なパラメータ領域を研究するのは現実的で
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ない。従って，数値的手法 [31,57]よりも解析的な手法 [18,20,24,50,51,58–61] による研究例

が多い。しかし，これらの解析的研究はいずれも層状秩序 ψの空間変化を無視したものであっ

た。ψの変化を考慮しその解析的な表示が与えられたことで初めて，下部臨界キラリティ kc1が

過去の研究から変わるなど物理的に重要な効果が分かった。

VI. 構造長の実験値との整合性

自由エネルギーを最小にする構造パラメータ lb，ld を求めた。その値はディレクターの相関長

λの 0.01倍から 1倍のオーダーである (図 3.16(a)，図 3.19(b))。1倍となるのは SmA相との

相転移に十分近い場合のみであり，そうでないときには lb, ld ∼ (0.1 − 0.01)λとなる。これは

実験による結果 [21, 23, 48, 49]と一致している。過去の理論研究 [18, 20]では lb, ld >∼ λのオー

ダーであった。

VII. TGBA構造を含む相図

解析の結果，SmA相，TGBA構造，N*相についての相図を描いた (図 3.25)。TGBA構造に

ついては局所的な N*的な相があるかないかで 2つの状態があることが分かった。また，SmA

相との相境界では過去の研究 [18]と比べて TGBA構造の安定領域が広がった。

以上の通り，秩序変数 |Ψ|の空間変化を取り入れることにより TGBA構造の性質に幾つかの大き

な変化が見られた。それだけでなく，次節で述べるMGBA構造とも空間構造や安定性などを比較す

ることが可能になる。
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前章では TGBA 構造を捩れ角 α の大小別に解析した。これに倣って近年提案された MGBA 構

造 [32]を解析する。TGBA構造の解析では螺旋転位列の影響だけでなく秩序変数 |Ψ|の空間変化も
取り入れた。この |Ψ|のプロファイルをMGBA構造のものに変えることで，MGBA構造の解析が可

能になる。自由エネルギーをTGBA構造と比較して，そもそもMGBA構造が安定になりうるのか，

もしなり得たらどのような温度・キラリティで安定になるのか，を明らかにする。

本章では，最初にMGB構造の今までの研究を顧み，それらの問題点を明らかにして本章の目的を

述べる。その次にMGBA構造を，TGBA構造との共通点と相違点に着目して解析する。最後に，求

めた自由エネルギーをもとにして TGBA構造とMGBA構造の両方を含む相図を求める。
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4.1 これまでの研究の問題点・本章の目的

MGB構造は粒界面内で一様に層状秩序が溶けた (|Ψ| = 0)構造の総称で，最初に Dozov-Durand

によって，くさび状の層が融合してできる 2次元的な欠陥が提唱された [33](図 4.1)。彼らはMGBが

刃状転位の列より安定なことを数値的に示した (図 1.8)。しかしこの論文では，TGB相のような捩れ

た層構造においてMGB構造は安定にならないとコメントされている。ところが，後にDozovによっ

て，層状部分が SmC*相 (図 1.4(b))の構造を持つTGBC*相においては，安定な欠陥構造がMGBで

あることが解析的に示された [34]。また，近年，実験によりTGBA相の欠陥構造が実際はMGBであ

る可能性が示唆されており [32]，粒界の構造が螺旋転位列とMGBのどちらに近いのかが問題となっ

ている。

本節ではこれらの研究をレビューし問題点を指摘する。その問題点を踏まえて，本章での解析の目

的を明らかにする。

図 4.1: 最初に提案されたMGB構造のモデル [33]。これは 2次元的な層状液晶の欠陥で，左と右で層法線の異
なる結晶粒の粒界である。

4.1.1 これまでの研究

最初にDozovによる，TGBC*相が実はMGBであると主張する論文 [34]に触れた後に，MGBA

構造を提唱している実験と理論の論文 [32]を紹介する。

Dozovは TGBC*相の層面が図 4.2の左側のように粒界面と直交せずに，図 4.2の右側の構造のよ

うに粒界面と一定角度だけ傾いた方が安定であることを示した。この傾いた構造では，後述するよう

に螺旋転位のコア半径 rcが粒界内での転位間距離 ldより大きくなることから，粒界はMGBである

と結論づけ，この相をMGBC*相と名付けた。図 4.2の左側の相を以後TGBC*相と言うことにする。

Dozovは TGBC*相よりも常にMGBC*相が安定であることを示したが，ここでは簡単のために N*

相近傍における安定性のみを議論する。この場合，ディレクターはほとんどN*相のものと一致してい

る条件下で，層状秩序が消えずに残っている。ディレクターの捩れ角が同じであれば，TGBC*相と

MGBC*相で安定に存在する層状秩序の強い方がN*相への転移点から遠くにあり，即ち安定である。
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4.1 これまでの研究の問題点・本章の目的

図 4.2: Dozov [34]によって提案されたMGBC*相の構造 (右側)。層面が粒界面に対して傾く。左側はそれま
で提唱されていた TGBC*相の構造で層面と粒界面が直交する。

逆に言えば，層状秩序の強さが同じであればディレクターの捩れ角が大きい方が安定である。図 4.3の

ようにディレクターの角度を定義する。層状部分は SmC*相の構造になるのでディレクターは層法線

から θ0だけ傾いて安定になる。この層法線とディレクターのなす角度をチルト角と言い，チルト角の

平衡値 θ0からのずれ θ̃は層状秩序の強さが同じであれば等しく，層状秩序が十分安定ならば θ̃ � θ0

と仮定できる。また，TGBC*相，MGBC*相におけるディレクターの変化は前章と同様に捩れ軸周

りの捩れのみである。以上を踏まえて図 4.2の 2つの構造について，ディレクターが動く円錐部分を

z軸方向から見ると，捩れ軸 (x軸)へ進んだときのディレクターの終点の軌跡は図 4.4となる。白色

で示した部分はチルト角が θ0 ± θ̃の範囲の領域であり，ディレクターが層状秩序を安定に保ちながら

動ける範囲である。ディレクターは x軸周りの捩れ変形しかしないとすると，y軸方向にしか動けな

い。すると，TGBC*相はディレクターの取り得る捩れ角が αTC∗ ∼ θ̃であるのに対して，MGBC*相

では αMC∗ ∼
√
θ̃θ0であることが幾何学的計算から分かる。従って θ̃ � θ0より αMC∗ � αTC∗ であ

ることが分かるので，MGBC*相の方が TGBC*相より安定である。

m

n

θ0

~
θ

図 4.3: SmC*構造におけるディレクター nの角度の定義。mは層法線であり θ0 が平衡なチルト角である。チ
ルト角の平衡状態からのずれを θ̃とした。

次にMGBC*相の粒界は，粒界面で層状秩序が一様に溶けている (|Ψ| = 0)ことを示す。まず粒界

が螺旋転位列であると仮定したときの転位コアの半径 rc を求める。この半径はチルト角が θ0 より θ̃

以上ずれている領域の半径である。MGBC*相を記述する Chen-Lubensky自由エネルギー (2.7)の

カップリング項の典型的な大きさは (∇ψ)2 + q20 θ̃
2ψ2となる。第 3章のTGBA構造と同様に，転位コ

ア付近ではこのカップリングエネルギーのみが主要で，ψの特徴的な長さがコア半径になることから
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第 4章 MGBA構造の解析

図 4.4: 図 4.2において，結晶粒 1つ分だけ捩れ角方向に進む際にディレクターの終点が通る軌跡。図 4.2の
ディレクターがとる円錐の底円に着目した。粒界に平行な z軸方向から見た図。ディレクターは yz平面内のみ
をとりうる。白で示した領域が層状秩序を安定に保つディレクターの範囲である。a)TGBC*相では層法線が z

軸に平行なので底円の中心とディレクターの終点は同じ y 軸上にある。b)MGBC*相では層法線が z 軸から傾
くので円状帯をディレクターが横切れる場合がある。

rc ∼ (q0θ̃)−1となる。また，粒界内の転位間距離 ldは捩れ角 αMC∗ ∼
√
θ0θ̃より ld ∼ d/

√
θ0θ̃とな

る。d = 2π/q0は層の繰り返し周期である。従って rc � ldが成立し転位コアは融合しMGBになる。

このように簡潔な定性的説明が出来るのは，SmC*相で現れるチルト角と言う大域的自由度につい

て，層状秩序の安定性による θ̃ � θ0という極端な大小関係が成立するからである。しかし，TGBA

構造とMGBA構造では成立する大小関係は表 3.1より κ, q0ξ � 1である。前者の層状秩序とディレ

クターの関係で，後者は層状秩序の強さと層変位の関係であり，いずれも異なる自由度の間に成立す

る大小関係である。また，安定性を左右するのは，粒界で大変化する局所的自由度である層状秩序の

強さ ψしかなく，前章の通り空間領域によって振る舞いが大きく変わる。TGBC*・MGBC*相の比

較にはない TGBA・MGBA構造の比較の難しさがここにある。

次にMGBA構造を提唱している論文 [32]を紹介する。混合液晶 S1014+CE8を用いてTGBA構

造を FFTEM観察した (図 4.5)。捩れ角 αは 90◦ で粒界間距離 lb は 600nmほどであり，2つの値

はどちらもそれまでの実験の値 [21, 23, 48, 49]よりも大きい。また，螺旋転位は確認できなかった

と報告している。この理由は 2つ考えられる。もし粒界の構造が螺旋転位列ならば，α = 90◦ なの

で ld = d/ [2 sin(α/2)](式 (3.2))より転位間隔が ld ∼ dと分子スケールにまで小さくなってしまい，

ld = d/ [2 sin(α/2)](式 (3.2))より転位間隔が ld ∼ dと分子スケールにまで小さくなってしまい，実

験の分解能以下になるので転位を確認できないことが 1つの理由である。あるいは，もしMGBなら

ば転位は存在しないのでそもそも観測できない。いずれにしても実験からこれ以上MGBAかTGBA

かを判別することはできない。また，この論文では理論のモデルを作って構造を考察しているが，ド

メインの分け方などは本研究 (第 3章)より大雑把で，正確でない可能性がある。また，TGBA構造

との安定性の比較は行われていない。
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4.1 これまでの研究の問題点・本章の目的

図 4.5: S1014+CE8という混合液晶のMGBA構造の FFTEM写真 [32]。α = 90◦ なので 2つの粒界を単位
とした周期性を持つ。緑で表したのがMGBとされる粒界である。水色の矢印は光源の方向，ピンクのスケー
ルバーは 400nmを示す。

4.1.2 問題点と本章の目的

以上，TGB相におけるMGB構造に関する 2つの研究をレビューした。次のような問題点がある。

● TGBC*・MGBC*相の比較とTGBA・MGBA構造の比較の違い

DozovのMGBC*相の研究 [34]では，SmC*相に出現するディレクターのチルト角という自由

度を考え，チルト角の平均値 θ0と揺らぎ θ̃の間に θ0 � θ̃という関係が成立していた。これに

よってチルト角という 1つの大域的自由度に着目することによって TGBC*相とMGBC*相の

比較が出来た。しかし，TGBA構造では事情は異なる。TGBA構造で成立する極端な大小関係

には ξ � λと q0ξ � 1があるが，前者は層状秩序とディレクターの関係で，後者は層状秩序の

強さと層変位の関係であり，いずれも異なる自由度の間に成立する大小関係である。このこと

から 1つの自由度のみに着目した簡単な解析は出来なく，ξ � λより局所的な層状秩序と大域

的な螺旋秩序のスケール分離が必要である。また，TGBA構造とMGBA構造で最も異なるの

は粒界における層状秩序 ψであるが，欠陥周囲での ψの扱いは前章の通り解析的に求める必要

があり，欠陥からある程度離れた部分でも層法線とディレクターのずれにより ψは影響を受け

る。従って，第 3章と同様に適切に空間を幾つかのドメインに分けて解析をする必要がある。
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● MGBA構造の空間構造とTGBA構造に対する安定性

MGBA構造を提唱した研究 [32]ではモデルによるMGBA構造の解析があるが，理論的扱いが

些か大雑把と言わざるを得ない。例えば前述の通り空間を幾つかのドメインに分ける必要があ

るが，前章のTGBA構造の解析における [II]-(ii)に対応する，粒界から徐々に遠ざかって層状

秩序が安定になるまでの空間ドメインが考慮されていない。また，TGBA構造との自由エネル

ギーの大小比較をしていないために，どちらの構造が安定なのかを知ることが出来ない。

これらの問題を解決するために次節以降MGBA構造の解析を行う。

4.2 MGBA構造の解析

本節ではMGBAの空間構造を解析する。前章と同様に空間を幾つかのドメインに分割して主要な

自由エネルギー成分のみを考えるが，粒界部分以外は TGBA構造と同様の分け方を考える。従って

捩れ角 αの大小によってドメインの取り方が 2通りあり，解析もこの 2つのケースで分ける。

4.2.1 TGBA構造との共通点・相違点

MGBA構造とTGBA構造の違いはその粒界の構造にあり，粒界から遠く離れた領域では両者の構

造は同じになることが予想される。従って，大域的なドメインの分割方法はTGBA構造のものを利用

できると考えられる。では，どこまで TGBA構造のドメイン分けを流用できるのかを明らかにする

ために，最初に両者の相違点を考える。両者の違いである粒界構造は層状秩序 ψと層変位に現れる。

ψに関しては粒界から相関長 ξ ほど離れれば TGBAとMGBAの違いによる影響は無くなる。また

前節において，層変位の効果は粒界から ξ以上離れたドメインで働く，層法線とディレクターのロッ

キング項であった (3.40)。このロッキング項の原因となっている層構造は，粒界から離れた場所で転

位に対して α/2だけ傾いている。ではMGBA構造で層変位はどのように働くだろうか。提唱された

MGBA構造では図 4.6(a)のように粒界に近い領域まで平たい層状構造が続くとしているので，粒界

から少し離れると TGBA構造と同様に層法線とディレクターのロッキング項が効いてくる。そのと

きの ψや ωのプロファイルが図 4.6(b)である。ここで図 4.6(b)の (*)で示したドメインは不安定で

ある。何故なら実験で示されたMGBA構造の捩れ角は 60◦, 90◦(� αc)と大きいので層法線とディレ

クターのずれが大きくなり，ロッキング項のペナルティを避けるため，ψは小さくならなければいけ

ない。これは前章のケース [II]のドメイン分けと同様な状況である。実際，FFTEM写真を見ると緩

やかに層状秩序が消えている粒界面がある (図 4.5)。一方，もし α < αcならば前章のケース [I]のよ

うに，ディレクターと層法線のずれによる層状秩序の不安定化は起きない。以上のことから，前章の

TGBA構造で用いたドメインの分け方がそのまま流用できると考えられる。以後の解析では，TGBA

構造の場合と同じようにケース [I](α < αc)とケース [II](α > αc)に分ける。
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(a) (b)

O
x

ω

-αc/2

-α/2

lb/2ξ

(*)

xO

ψ

ψ
ψ0

図 4.6: 提唱されたMGBA構造 [32]。(a)スナップショット。αが大きいにも関わらず，粒界の近くまで平た
い層構造が続く。(b) (a)の場合の ψ とディレクター角 ω のプロファイル (概念図)。ω の定義は前章と同じで
ある。

4.2.2 α < αcの場合

図 3.13(a)の通り 2つのドメインに分ける。TGBA構造からの変更点はドメイン [I]-(i)の ψ であ

る。ドメイン [I]-(i)では層状秩序は弱く，TGBA構造と異なり層変位は任意に選べる。従って，式

(3.6)で ∇u = −δnとなり ψ のグラジエント項以外のカップリングエネルギーが 0になるので，ψ

の方程式は ψ′′ = ψ
[
(ψ/ψ0)2 − 1

]
/ξ2 となる。粒界付近なので ψは小さく ψ � ψ0 となる。従って

ψ(x = 0) = 0より，

ψ = C sin
x

ξ
, ω = ω′

0x− α/2 (4.1)

を得る。ドメイン [I]-(ii)では TGBA構造の場合と同じ解を引き続き用いる。ドメインの分け方と解

をまとめると表 4.1のようになる。

この解を用いて自由エネルギーを計算する。TGBA構造の解析 (小節 3.5.3)からの変更点は粒界エ

ネルギーの違いなので，

F̃I1SC/(LyLz) =
ψ2

0

2ξ
+
C2

ξ
sin 1 cos 1 (4.2)

F̃I1FCh/(LyLz) = λ2ψ2
0q

2
0ξ
(
ω′2

0 − 2k0ω
′
0

)
(4.3)

F̃I2SC/(LyLz) =
1
2
ψ2

0q
2
0λω

2
0

(
− X

sinh2X
+ cothX

)
(4.4)

F̃I2FCh/(LyLz) =
1
2
ψ2

0q
2
0ω

2
0λ

(
X

sinh2X
+ cothX

)
+ 2ψ2

0q
2
0λ

2k0ω0 (4.5)
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空間ドメイン名 LdG自由エネルギー (3.6)への寄与 解

(範囲) スメクチック カップリング
Frank弾性
キラリティ

ドメイン [I]-(i) ○ △ × ψ = C sin (x/ξ) ,

(0 < x < ξ) (グラジエント項のみ) ω = (ω0 + α/2)(x/ξ) − α/2

ドメイン [I]-(ii) ○ △ ○ ψ = ψ̄,

(ξ < x < lb/2) (グラジエント項のみ) ω = ω0 sinh [(x− lb/2)/λ]

/ sinh [(ξ − lb/2)/λ]

 接続条件：
C sin 1 = ψ0

√
1 − 4q20ξ2 sin2(α/4)


表 4.1: ケース [I](捩れ角 α < αc)における空間ドメイン，各ドメイン内での自由エネルギー成分の寄与の度合
いと解の一覧。自由エネルギーへの寄与は，○＝主要な成分，△＝一部のみ効く成分，×＝無視して良い成分
に分けた。ld は αの関数である (3.2)。パラメータ α，ω0，lb は自由エネルギー密度の最小化によって決める。

となる。ただし X = (−ξ + lb/2) /λとし，ドメイン [I]-(i)，(ii)の接続条件より ω0 = ω′
0ξ − α/2，

C sin 1 = ψ0

√
1 − 4q20ξ2 sin2(α/4)が成立する。これらの和を自由エネルギー密度にしてドメイン

[I]-(i)におけるディレクターの変化率 ω′
0と捩れ角 αについて最小化すると，

F̃ /(ψ2
0LyLzlb/2) =

1
2ξ2κ(X + κ−1)

[
1 + 2 cot 1 − P 2

(1 + κ tanhX)−1 − κ−2 cot 1

]
(4.6)

P =
k0

kc
(4.7)

となる。このとき ω′
0 = k0，α = P/

√
2κ
[
(1 + κ tanhX)−1 − κ−2 cot 1

]
，ν = ξ2q0ω

′
0である。これ

でα < αcの場合に自由エネルギーを求めることが出来る。ケース [I]でのMGBAの構造は，Ginzburg

パラメータ κと規格化したキラリティ P の 2つの無次元パラメータのみで表される。

4.2.3 α > αcの場合

TGBA構造と同様に 3つのドメインに分ける (図 3.13(b))。ドメイン [II]-(i)では小節 4.2.2と同様

にディレクターと層法線のロッキング項は無視できる。従ってディレクターの解はMGBAのドメイ

ン [I]-(i)と同じである。小節 3.5.4と同様に接続条件も考慮すると表 4.2のようになる。

次に自由エネルギーを求める。小節 3.5.4から変更になるのはドメイン [II]-(i)のスメクチックエネ

ルギーとカップリングエネルギーの和 F̃II1SCであり，

F̃II1SC/(LyLz) =
ψ2

0

2ξ

[
1 + 4ν cot 1

f2 ({1 + ν (−1 + κY )} /
√
ν)

f2 ((1 − ν) /
√
ν)

]
(4.8)

f(z) = z(ν−1−1)/2e−z2/2 (4.9)

となる。これで α > αc の場合に自由エネルギーを求めることが出来た。ケース [II]でのMGBAの

構造は，ケース [I]と同様にGinzburgパラメータ κと規格化したキラリティ P の 2つの無次元パラ

メータのみで表される。
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4.3 議論

空間ドメイン名 LdG自由エネルギー (3.6)への寄与 解

(範囲) スメクチック カップリング
Frank弾性
キラリティ

ドメイン [II]-(i) △ △ × ψ = C sin(x/ξ),

(0 < x < ξ) (最低次項のみ) (グラジエント項) ω = ω′
0x− α/2

ドメイン [II]-(ii) △ ○ ○ ψ = Df
(
[x− α/(2ω′

0)] /ξ̄
)
,

(ξ < x < L+ ξ) (最低次項のみ) ω = ω′
0x− α/2

ドメイン [II]-(iii) ○ △ ○ ψ = ψ̄,

(L+ ξ < x < lb/2) (ロッキング項のみ) ω = ω0 sinh [(x− lb/2)/λ]

/sinh [(L+ ξ − lb/2)/λ]


ただし接続条件より，

Df ((1 − ν) /
√
ν) = ψ0

√
2ν, C sin 1 = f ({1 + ν (−1 + L/ξ)} /

√
ν) ,

ω′
0 = (α− αc)/(2L), ν = ω′

0q0ξ
2,

ω0 = [Lαc + ξ(α− αc)] /(2L), f(z) = z(ν−1−1)/2e−z2/2


表 4.2: ケース [II](捩れ角 α > αc)における空間ドメイン，各ドメイン内での自由エネルギー成分の寄与の度
合いと解の一覧。自由エネルギーへの寄与は，○＝主要な成分，△＝一部のみ効く成分，×＝無視して良い成
分に分けた。ld は α即ち ν の関数である (3.2)。パラメータ L，ν，lb は自由エネルギー密度の最小化によって
決める。

4.3 議論

ここでは前節で求めた自由エネルギーをもとに，

● TGBA構造とMGBA構造の近似解

● TGBA構造とMGBA構造の安定領域の境界

● TGBA構造とMGBA構造を含む相図

● MGBA構造のコアサイズ

について述べる。本章ではまとめとして，求める相図は与えられた一定の κに対する温度とキラリティ

P を座標軸とするものだけでなく，より一般的に κと P を座標軸とするものも含める。

● TGBA構造とMGBA構造の近似解

κおよび P に関する相図を求めるために，それぞれの相あるいは構造の安定領域の境界を求め

る。TGBA構造とMGBA構造を含む TGB相の安定領域が広いのは κが大きなときと知られ

ているので [18]，κ� 1を仮定してよい。すると，TGBA/MGBA構造それぞれの α < αcの

自由エネルギー密度 (3.57)，(4.6)の極値問題は解析的な近似解を持つ。例えば TGBA構造の
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場合は式 (3.57)を (−ξ + lb/2) /λ = X について最小化すると，

X =
1
κ

 3

√√√√√βt

3

1 +

√
1 − βt

3

+ 3

√√√√√βt

3

1 −

√
1 − βt

3



−1

(4.10)

βt = (Pt/κ)
2 (4.11)

となる。これを求めるにあたっては式 (3.57)で tanhX = X
(
1 −X2/3

)
で打ち切った Taylor

展開を用いたが，これは κ−1についての最低次の近似であることが式 (4.10)より分かる。詳細

はB.1節にまとめた。特にキラリティが小さい場合 (P � κ)は，X '
(
3/2κP 2

)1/3となるが，

これは数値計算 (図 3.14，図 3.15(a))と一致する。式 (4.10)より自由エネルギー密度は βtが小

さいとすると，

F̃ /(ψ2
0LyLzlb/2) =

1
2ξ2

[
−κ2βt + (3/2)2/3 β

1/3
t

{
1 − (2βt/3)1/3

}]
(4.12)

となる。このときの捩れ角は

α/αc =

√
βt

2

[
1
2

+
(

3
2βt

)1/3
]

(4.13)

となる。式 (4.10)と (4.13)より構造長 lb，ldが βt � 1で，

lb/λ '
(
3/2κP 2

t

)1/3
(4.14)

ld/λ '
√

2
(
2/3Ptκ

2
)1/3

(4.15)

となる。βt � 1としたのは後述のMGBA構造との安定性比較より，TGBA構造が安定になる

のが Pt/κ <∼ 0.1の範囲に限られるからである。式 (4.14)，(4.15)は Pt/κ ∼ 1以下の範囲で数

値計算の結果 (図 3.16(a))に冪とプリファクターを含めて合っている。

同様にMGBA構造の場合は式 (4.6)で，自由エネルギー密度を最小にするX は

X =
1

3
√

2κ

[
3
√
a+ b+ 3

√
a− b− 1 − cot 1

2

]
(4.16)

a =
3 (1 + 2 cot 1)

2β
+

3
2

cot2 1 − (1 − cot 1)3

4
(4.17)

b =
√
a2 − 1

16
(1 + cot 1)6 (4.18)

β = (P/κ)2 (4.19)

となり，自由エネルギー密度は，

F̃ /(ψ2
0LyLzlb/2) =

1
2ξ2

[
−κ2β +

3
2

(1 + 2 cot 1)
(

2β
3 (1 + 2 cot 1)

)1/3

×
{

1 − (1 + cot 1)
(

2β
3 (1 + 2 cot 1)

)1/3
}]

(4.20)

となる。このときの捩れ角は βの最低次で，

α/αc =

√
β

2

[
1 + cot 1

2
+
{

3 (1 + 2 cot 1)
2β

}1/3
]

(4.21)
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となる。これより，MGBA構造がケース [I]から [II]に移行するキラリティ Pcは α = αcとお

いて，

Pc/κ =
√
β

=
√

2
1 + cot 1

 3

√√√√1 +
1
3

√
11 + 13 cot 1

1 + cot 1
+ 3

√√√√1 − 1
3

√
11 + 13 cot 1

1 + cot 1


3

' 0.39 (4.22)

となるが，数値計算では Pc/κ ' 0.34となった。この差は，β ∼ 0.1が無視できないことによ

る式 (4.21)の誤差である。

● TGBA構造とMGBA構造の安定領域の境界

2つの構造の安定性も捩れ角αの大小別に比較する。α > αcでは小節3.5.2によりψ (x = L+ ξ) �
ψ0となっており，粒界部分全域に渡って層状秩序は小さいと考えて良い。従って，TGBA構造

での ψの仮定，MGBA構造での ψの仮定のどちらを用いても，構造はMGBA的であると見

なせる。

一方，α < αcでは，近似的に求めた自由エネルギー密度 (4.12)，(4.20)を比べることにより，TGBA

構造とMGBA構造の安定性が入れ替わるキラリティ PTMが求まる。
√
βt =

√
β − 1/

√
2κ2に

注意すると κ−1の最低次の項の比較で，

PTM/κ =
1

3
√

2

[√
1 + 3

{
(1 + 2 cot 1)2/3 − 1

}{
(1 + 2 cot 1)1/3 (1 + cot 1) − 1

}
− 1

]3
[
(1 + 2 cot 1)1/3 (1 + cot 1) − 1

]3
' 0.10 (4.23)

となる。これは数値計算の結果と相対誤差で小数第 2位まで一致している。理由は，対応する

β あるいは βtが∼ 0.01と小さい値をとるからである。また，このときの捩れ角は κによらず

TGBA構造でα ' 0.41αc，MGBA構造でα ' 0.56αcとなる。実際のTGB相の構造はTGBA

とMGBAが混じったものと考えられるので，TGBA的な構造からMGBA的な構造に移り変

わるのは，αTM ' 0.5αcであると考えられる。

これより，無次元量 α/αcの値がTGBA/MGBA構造の安定性を決めていることが分かる。こ

の無次元量は πξ/ld と書き換えられる。これは，ψの相関長を，螺旋転位列の粒界を仮定した

ときの転位間隔で割った値である。相関長 ξは個々の螺旋転位のコア半径である (3.3節)。従っ

て，MGBA構造よりTGBA構造が安定なとき即ち ξ/ldが小さいときは転位間隔 ldよりもコア

半径が小さい場合に相当し，螺旋転位が互いに繋がらずに存在することができる。これは，粒

界が螺旋転位列からなる TGBA構造の描像と合致する。逆に，TGBA構造よりMGBA構造

が安定なとき即ち ξ/ldが大きいときは転位間隔 ldよりもコア半径が大きい場合に相当し，隣り

合った螺旋転位はお互いに融合して，粒界面内全域で層状秩序は弱くなる。これはMGBA構

造の描像に合致している [32]。αTM ' 0.5αcより，安定性が移り変わるときに ld ' 6ξとなっ

ている。
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● TGBA構造とMGBA構造を含む相図

以上より，SmA相から温度，キラリティを高くしたときに現れる状態遷移は，SmA相-TGBA[I]-

MGBA[I]-MGBA[II]-N*相であることが分かり，相図は図 4.7となる。ただし，MGBA[I]と

MGBA[II]はそれぞれケース [I]と [II]でのMGBA構造であり，両者は N*相的な領域の長さ

Lが L = 0となるときに一致し，TGBA[I][II]と同様に熱力学的な相転移ではなく連続的にク

ロスオーバーする可能性が高い。

(a) (b)

P(k0,T)

κ

10-3

101 102 103

102

100

10-1

k0 d

t (∝T-TNA)
-0.1
(~ -0.1K)

0

10-3

10-5

-0.05

N*相

MGBA構造[II]

TGBA構造[I]
SmA相

MGBA構造[I]

Renn-LubenskyでのTGBA-SmA転移線

図 4.7: N*相，MGBA構造，TGBA構造，SmA相を含む相図。(b)は (a)で κ = 100の場合を切り出したもの
である。P は温度 T とキラリティ k0の関数なので，k0 −T の相図が描ける。実線，1点鎖線は相境界を示し平
均場近似では 2次転移であり，破線は単に安定性の移行を示す (凡例参照)。横軸は規格化した温度 t = τ/q20B

で [23]より t = −0.1が T − TNA ∼-0.1Kに対応する。ここで TNA はキラリティ k0 = 0のときの SmA-N相
転移点である。

求めた状態遷移の結果を対称性の観点から見ていこう (図 4.8)。SmA相には捩れ軸 x方向に連

続的な並進対称性がある。一方 yz平面内に着目すると層法線方向には離散的な並進対称性が，

層法線垂直方向には連続的な並進対称性が存在する。また，N*相は捩れ軸方向に進むと同時に
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図 4.8: 相の概念図と座標の取り方。(a)SmA相，(b)TGBA構造，(c)MGBA構造，(d)N*相の層構造とディ
レクターを描いた。

一定角度だけ捩れ軸周りに回転すると構造が一致する。これを螺旋対称性と呼ぶと，N*相は捩

れ軸方向に連続的な螺旋対称性，捩れ軸に直交する方向連続的な並進対称性が存在する。これ

を踏まえると，TGBA構造とMGBA構造は捩れ軸方向に共通して離散的な螺旋対称性を持つ。

一方，捩れ軸に直交する yz平面内で考えると，TGBA構造の粒界には離散的並進対称性があ

り SmA相に近い。それに対して，MGBA構造の粒界は平面内の 2方向に連続的な並進対称性

がありN*相に近い。このことから，層状秩序と螺旋秩序の競合によって，どのような欠陥構造

が得られるかという当初の問いに対しては，空間構造の対称性の近いもの同士が，相図でも近

い位置に現れると言える。

● MGBA構造のコアサイズ

TGBA構造の場合と同様に，粒界周りの ψの小さい部分を粒界コアの大きさと定義する。する

とケース [I]では転位コアの大きさは ξ程度であるが，ケース [II]では ξ +Lとなって Lだけ増
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える。実験では物質は一定で (つまりキラリティ k0 は一定で)温度のみが変化できる。ケース

[I]では ψの相関長が平均場近似の範囲内で ξ ∝ |τ |−1/2の依存性を持つので，温度を上げれば

粒界コアは ξを通して増加する。

ケース [II]での粒界コアの大きさは ξ + λYmである。L = λYmは局所的なN*領域の長さであ

る。相関長は ξも λも同じ∼ |τ |−1/2の依存性を持つので，相関長を通した粒界コアの大きさの

温度依存性は，ケース [I]と同じである。しかし，規格化されたキラリティ P は温度を上げると

|τ |−1で増加し (3.87)，コア領域の大きさも局所的なN*領域の分だけ大きくなる (図 4.9)。

 0

 0.01

 0.02

 0.03

 0.1  1  10  100

P

(ξ+L)/λ

図 4.9: コア領域のサイズの P 依存性。λで規格化している。P ∼ 30でコアサイズ増加するのは局所的に N*
相的な領域 (ドメイン [II]-(ii))が現れるためである。

4.4 結論

本章から以下のことが結論できる。

I. MGBAの構造の閾値 αc

TGBAと同様にMGBAにも，空間構造が定性的に変わる捩れ角 αc が存在することが分かっ

た (3.37)。空間を幾つかのドメインに分割して解析した結果，層法線とディレクターのずれが

層状秩序を局所的に消す場合 (α > αc)と消さない場合 (α < αc)に分けられる。これは今まで

の研究 [32]では指摘されてこなかった事柄である。

II. MGBAとTGBAのエネルギーと構造長の解析的表式

TGBA構造が安定になる捩れ角 αが小さい場合に，その自由エネルギー密度の最小化を解析的

に計算した。その結果，lb/λ ∼
(
κP 2

)−1/3，ld/λ ∼
(
κ2P

)−1/3となり，小節 3.5.3の数値計算

と一致する (式 (4.14)，式 (4.15)，図 3.16(a))。同様にMGBA構造についても自由エネルギー

密度を解析的に最小化した。
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III. MGBA構造とTGBA構造の安定性の境界と特定可能性

捩れ角 αが小さいと仮定して，解析的にMGBA構造と TGBA構造が移り変わるキラリティ

PTM ' 0.10κとそのときの捩れ角αTM ' 0.5αcが求まった (4.23)。これにより，MGBA構造は

確かにTGBA構造に比べて安定になり得ることが理論的に示された。TGBA構造からMGBA

構造へ移り変わるのは，隣り合った転位同士の融合で理解できることも明示的に示した。また，

コアサイズの温度による増加の割合が，大きくなるタイミングを実験で特定できれば，そのと

きの捩れ角 αcを測定することにより間接的に αTMを決めることが出来る。

IV. 相図・状態遷移

以上から SmA相から温度，キラリティを高くしたときに現れる状態遷移は，SmA相-TGBA[I]-

MGBA[I]-MGBA[II]-N*相となり，MGBA[I]とMGBA[II]はクロスオーバーしている可能性

が高い (図 4.7)。この順番は幾何学的な対称性から見ても妥当な結果である。即ち，SmA相に

近いときにはTGBA構造になるが，これら 2つの相は捩れ軸に垂直な平面内で 2次元的な構造

を持つことで共通している。また，N*相に近いときにはMGBA構造になるが，これら 2つの

相は共に捩れ軸方向のみに変化する 1次元的な構造を持つ。
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第5章 本研究の結論

以上の通り，本研究ではTGBA構造とMGBA構造の空間構造を秩序変数 |Ψ|の空間変化を考慮し
て解析した。主な結果を列挙する。

● TGBA構造について

I. SmA-TGBA相転移の下部臨界キラリティ kc1

1螺旋転位当たりのエネルギーとキラリティのバランスによって決まる SmA-TGBA転

移の相転移点 kc1 を導いた (3.56)。結果は過去の Renn-Lubenskyの結果 [18]と異なり

Ginzburgパラメータ κ(1.8)の対数項が消える。これには 2つの理由がある。1つは，螺

旋転位による長距離的な層変位の歪みが他の螺旋転位と相殺されて，短距離的な歪みにと

どまること。もう 1つは，ディレクターだけでなく秩序変数 |Ψ|の 2つの自由度がその短

距離的な歪みを緩和するからである。同じように下部臨界キラリティが低く変更される場

合は，超伝導体の渦糸鎖でも見られる可能性がある [54–56]。

II. TGBAの構造を左右する捩れ角の閾値 αc

本研究の解析により捩れ角αがαcより大きいか小さいかで空間構造が大きく変化すること

が分かった。α < αcでは粒界から ξより離れた全領域で層状秩序が強い。しかし α > αc

となると粒界から ξより十分離れた領域でも層状秩序が弱くψ � ψ0となる。理由は，ディ

レクターと層法線のカップリングである。層構造は SmA的なディレクターと層法線が一

致している状態で安定なので，ディレクターの捩れが大きいと層法線とのずれが大きくな

り，層構造は不安定になって ψは小さな値をとる。このことは第 2章で指摘した層状秩序

とディレクターのカップリングエネルギーによる重要な帰結である。

III. TGBAの構造を決めるパラメータ

α > αcでも α < αcにおいても，共通して TGBAの定性的な構造はGinzburgパラメー

タ κ(1.8)と規格化されたキラリティ Pt(3.59)によってのみ決まる。このうち，κは温度に

よらず物質によってのみ決まる量だが，Ptには分子のキラリティと温度の両方が含まれて

いる。従って，温度とキラリティによる相図は Ptのみによって記述される。

IV. 粒界コアの大きさの温度依存性

キラリティ k0 を一定にして温度を変化すると，α < αc の場合 (小節 3.5.3)と α > αc の

場合 (小節 3.5.4)で粒界コアの大きさの温度依存性が異なる。粒界コアの大きさは粒界付

近で層状秩序が非常に弱くなっている部分であり，FFTEM観察などにより実験でも調べ

られる可能性がある。平均場近似を仮定すると，α < αc では温度に対してコアサイズは
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∼ |T − TNA|−1/2で変化するが，α > αcとなるとこれから外れて増える。ここで TNAは

キラリティが 0のときの SmA相とN相の転移温度である。

V. 螺旋転位列からなる結晶粒界の解析的表示

螺旋転位列の粒界における層状秩序ψの解析的な表示を導いた (3.31)。これは数値計算 [31]

とも定性的に合致している。TGBA構造の数値的研究は，パラメータによっては非常に広

い層状部分も考慮に入れて計算しなければならなく，広範囲なパラメータ領域を研究するの

は現実的でない。従って，数値的手法 [31,57]よりも解析的な手法 [18,20,24,50,51,58–61]

による研究例が多い。しかし，これらの解析的研究はいずれも層状秩序 ψの空間変化を無

視したものであった。ψの変化を考慮しその解析的な表示が与えられたことで初めて，下

部臨界キラリティ kc1が過去の研究から変わるなど物理的に重要な効果が分かった。

VI. 構造長の実験値との整合性

自由エネルギーを最小にする構造パラメータ lb，ldを求めた。その値はディレクターの相

関長 λの 0.01倍から 1倍のオーダーである。1倍となるのは SmA相との相転移に十分近

い場合のみであり，そうでないときには lb, ld ∼ (0.1 − 0.01)λとなる。これは実験による

結果 [21,23,48,49]と一致している。過去の理論研究 [18,20]では lb, ld >∼ λのオーダーで

あった。

VII. TGBA構造を含む相図

解析の結果，SmA相，TGBA構造，N*相についての相図を描いた。TGBA構造につい

ては局所的なN*的な相があるかないかで 2つの状態があることが分かった。また，SmA

相との相境界は kc1が変更された結果 TGBA構造の安定領域が広がった。

● MGBA構造について

I. MGBAの構造の閾値 αc

TGBAと同様にMGBAにも，空間構造が定性的に変わる捩れ角 αcが存在することが分

かった (3.37)。空間を幾つかのドメインに分割して解析した結果，層法線とディレクター

のずれが層状秩序を局所的に消す場合 (α > αc)と消さない場合 (α < αc)に分けられる。

これは今までの研究 [32]では指摘されてこなかった事柄である。

II. MGBAとTGBAのエネルギーと構造長の解析的表式

TGBA構造が安定になる捩れ角 αが小さい場合に，その自由エネルギー密度の最小化を

解析的に計算した。その結果，lb/λ ∼
(
κP 2

)−1/3，ld/λ ∼
(
κ2P

)−1/3となり，小節 3.5.3

の数値計算と一致する (式 (4.14)，式 (4.15)，図 3.16(a))。同様にMGBA構造についても

自由エネルギー密度を解析的に最小化した。

III. MGBA構造とTGBA構造の安定性の境界と特定可能性

捩れ角αが小さいと仮定して，解析的にMGBA構造とTGBA構造が移り変わるキラリティ

PTM ' 0.10κとそのときの捩れ角 αTM ' 0.5αcが求まった (4.23)。これにより，MGBA

構造は確かにTGBA構造に比べて安定になり得ることが理論的に示された。TGBA構造

からMGBA構造へ移り変わるのは，隣り合った転位同士の融合で理解できることも明示

的に示した。また，コアサイズの温度による増加の割合が，大きくなるタイミングを実験
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で特定できれば，そのときの捩れ角 αcを測定することにより間接的に αTMを決めること

が出来る。

IV. 相図・状態遷移

以上から SmA 相から温度，キラリティを高くしたときに現れる状態遷移は，SmA 相-

TGBA[I]-MGBA[I]-MGBA[II]-N*相となり，MGBA[I]とMGBA[II]はクロスオーバー

している可能性が高い (図 4.7)。この順番は幾何学的な対称性から見ても妥当な結果であ

る。即ち，SmA相に近いときにはTGBA構造になるが，これら 2つの相は捩れ軸に垂直な

平面内で 2次元的な構造を持つことで共通している。また，N*相に近いときにはMGBA

構造になるが，これら 2つの相は共に捩れ軸方向のみに変化する 1次元的な構造を持つ。

以上，本研究では層状液晶という単純な系が作る欠陥の形状が，欠陥を持たない相の対称性と大きく

関連していることの例を明らかにした。また，欠陥の生成エネルギーが複数の欠陥の存在によって小

さくなることも示した。この効果は欠陥がどんなに離れていても成立し，単一では長距離相互作用を

する欠陥の特徴である。また，本研究でとった解析手法や結果は液晶だけにとどまらず，超伝導体な

ど他の欠陥を持つ物質にも応用可能なものであると考えている。

TGBA構造，MGBA構造の研究の将来の展望に関しては以下のように考えている。

実験では，MGBA構造を直接観測することは分解能の関係で出来ないが，本研究の結果により間

接的に観測することは出来ると考えられる。FFTEM写真では層状秩序の弱い粒界コアの大きさが見

積もられる。その温度依存性は本研究から捩れ角 αcを閾値として変化すると考えられる。従って，粒

界コアの大きさが温度に対して定性的に変化する捩れ角を測ることで αcが求められる。本研究より，

捩れ角が αTM ' 0.5αcほどから大きくなるとTGBA構造からMGBA構造に移行すると考えられる

(式 (4.23)参照)。

本研究では，層状秩序が面内で完全に溶けている極限をMGBA構造とし，螺旋転位列による層変

位が一意に決まる極限を TGBA構造としてこの 2つの間の安定性を議論した。しかし，これらを連

続的に繋げるモデルがあれば 2つの構造の移り変わりをより精度高く記述できると考えている。

本研究は平均場近似を用いているが，熱揺らぎによって TGBA構造とMGBA構造の移行線が変

わることが予想される。TGBA構造とMGBA構造の境界を決めるのは層状秩序のみで，層状秩序

の自由エネルギーは Ψについて 4次までの Ginzburg-Landau展開により与えられている。従って，

Brazovskiiによる摂動論 [62]を用いることによって熱揺らぎの効果を取り入れることが出来ると考え

られる。

TGBA構造の捩れ角が 360◦の有理数倍になる実験事実 [23]も，本研究を拡張することで説明でき

ると考えている。本研究では，粒界部分で捩れ軸に垂直な方向に層状秩序は依存性を持っている (式

(3.31)参照)。粒界以外ではこの依存性を小さい効果として無視したが，この小さな依存性は粒界内の

螺旋転位列の方向を反映している。従って，もしこの依存性を考慮すれば，粒界同士の相互作用は捩

れ軸の垂直方向に異方性を持つ。この異方的な相互作用により捩れ角が 360◦ の有理数倍になる可能

性がある。
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補 遺A 第3章の補遺

A.1 TGBA粒界の層状秩序の解析解 (式 (3.28)の解)

ここでは，式 (3.28)

∇2ψ = ψ

(
π

ld

)2 cosh(2πx/ld) + cos(2πy/ld)
cosh(2πx/ld) − cos(2πy/ld)

(A.1)

から式 (3.31)

ψ = C
√

cosh(2πx/ld) − cos(2πy/ld) (A.2)

を求める。逆楕円座標変換 µ = cosh(2πx/ld) cos(2πy/ld), ν = sinh(2πx/ld) sin(2πy/ld)を用いて

式 (A.1)を簡略化する。メトリックは， dx

dy

 =
ld
2π

1
cosh2 (2πx/ld) − cos2 (2πy/ld)

×

 sinh (2πx/ld) cos (2πy/ld) cosh (2πx/ld) sin (2πy/ld)

− cosh (2πx/ld) sin (2πy/ld) sinh (2πx/ld) cos (2πy/ld)

 dµ

dν

(A.3)

となり，ヤコビアンは

∂ (µ, ν)
∂ (x, y)

=
(
ld
2π

)2 1
cosh2 (2πx/ld) − cos2 (2πy/ld)

(A.4)

となる。式 (A.3)と式 (A.4)を用いると式 (A.1)は

∇2
µ,νψ =

1
4R2

ψ (A.5)

と変形できる。ここで新たな座標系でラプラシアン∇2
µ,ν = ∂2

µ + ∂2
ν 及び，(µ, ν) = (1, 0)を中心とし

た 2次元極座標 µ = 1 +R cosΘ, ν = R sinΘを用いた。

ここで，ψを

ψ (R,Θ) =
∞∑

m=0

[ψm+ (R) cosmΘ + ψm− (R) sinmΘ] (A.6)

と固有関数展開する。固有方程式及びその解は，

d2ψm±
dR2

+
1
R

dψm±
dR

+
m2 − 1/4

R2
ψm± = 0, (A.7)

ψm± ∝

 R
√

−m2+1/4
(
m2 < 1/4

)
cos

(√
m2 − 1/4 lnR

)
+ i sin

(√
m2 − 1/4 lnR

) (
m2 > 1/4

) (A.8)
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となる。ここで各転位の中心 (x→ 0, y → nld従ってR→ 0)で ψは解析的でなくてはならないので

m = 0のみが選ばれる。従って式 (3.31)

ψ = C
√

cosh(2πx/ld) − cos(2πy/ld) (A.9)

を得る。

A.2 ドメイン [I]-(i)と (ii)の境界 (x = ξ)の補足

ここではドメイン [I]-(i)と (ii)の境界を決めたい。それぞれのドメインを定義している条件が x ∼ ξ

で破綻していることを示す。

最初にドメイン [I]-(i)が破綻する境界を考える。境界での ψ について，粒界から離れたドメイン

[I]-(i)の解 (3.35)は y依存性を持たず，一方ドメイン [I]-(ii)は ψ = ψ̄ ∼ ψ0 となる。従って ψの値

が境界で一致するという接続条件より，

exp(x/ld) ∼ ψ0/C (A.10)

となる。エネルギーに関しては，ドメイン [I]-(i)ではカップリングエネルギーのみが支配的であるが，

ドメイン [I]-(ii)に移るにつれてスメクチックエネルギーが効いてくる。これは層状秩序とディレク

ターの相関長の間に ξ � λの関係があるので，ψの方が粒界の近くで層状部分 (ψ ∼ ψ̄ ∼ ψ0)のプ

ロファイルに飽和するからである。ディレクターの角度 ωはドメイン [I]-(ii)に入ってからスケール λ

で緩やかに層状部分中心での値 ω = 0へ変化していくのでドメインの境界部分では考えない。[I]-(i)

と [I]-(ii)の境界での自由エネルギーは従って，

F̃ =
∫
dr

[
(∇ψ)2 + ψ2

(
π

ld

)2 (cosh(2πx/ld) + cos(2πy/ld)
cosh(2πx/ld) − cos(2πy/ld)

+ tan2(α/4)
)

+
1

2ψ2
0ξ

2

(
ψ2 − ψ2

0

)2
]

(A.11)

となる。ここで ψ0は秩序変数 ψのスケールを決める比例定数なので構造には影響しない。構造を決

定するパラメータは ξと ldの 2つの長さスケールのみである。従って，式 (A.10)のψ0/Cの値は ξ/ld

のみによって決まるはずである。このことから，ドメイン [I]-(i)の仮定が破綻してスメクチックエネ

ルギーが重要になるのは x ∼ ξであることが分かる。

逆にドメイン [I]-(ii)が破綻する境界を考える。ドメイン [I]-(ii)では ψ = ψ̄が成立するので，ψは

ディレクターの相関長 λで変化する。従って，もし ψが ξのスケールで変化し始めると ψ = ψ̄は破

綻する。粒界部分 x ' 0では ψはほぼ 0に近い値をとり，ドメイン [I]-(i)では ψ ∼ ψ0となることか

ら，粒界から ∼ ξ より近い空間では ψ = ψ̄が成立することはない。このことから，ドメイン [I]-(ii)

の仮定が破綻するのは x ∼ ξであることが分かる。

従って，ドメイン [I]-(i)，(ii)の境界は x ∼ ξ であることが分かるので，境界を x = ξ に設定する

のは妥当である。
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A.3 ドメイン [II]-(i)と (ii)の境界 (x = ξ)の補足

ここではドメイン [II]-(i)と (ii)の境界を決めたい。それぞれのドメインを定義している条件がx ∼ ξ

で破綻していることを示す。

ドメイン [II]-(i)が破綻する境界は，ドメイン [I]-(i)と (ii)の境界の場合と同じでカップリングエネ

ルギーの他にスメクチックエネルギーが支配的になるときである。従って式 (A.11)が成立する。ただ

しドメイン [II]-(ii)は局所的にN*相なので ψ4に比例する項は無視するが，ドメイン [II]-(i)と (ii)の

境界領域が無次元量 ξ/ldで決まることに変わりはない。一方ドメイン [II]-(i)と (ii)の境界では ψの

値が連続なので，exp(x/ld) ∼ ψ(ii)/C となる。ただし ψ(ii)はドメイン [II]-(ii)における ψの解の境

界における値である。右辺は層状秩序の比であり，式 (A.11)が成立するので ξ/ldによってのみ決ま

るはずである。従ってドメイン [II]-(i)の仮定が崩れるのは x ∼ ξであることが分かる。

逆にドメイン [II]-(ii)の仮定が崩れる境界を考える。ドメイン [II]-(ii)では自由エネルギー (3.40)

が成立する。ただし ψ̄2 は負なので局所的に N*相になっているが，ψ ∼ ψ0 となるドメイン [II]-(iii)

と繋がる為に ψは小さいながらも無視できる値ではない。ドメイン [II]-(i)の転位コアではほとんど

ψ ' 0として良い。従って転位コアからの影響 ψ = 0から回復するのには相関長 ξ程の距離が必要で

ある。このことから転位から ξ以下の距離ではドメイン [II]-(ii)の仮定が成立することはあり得ない。

以上よりドメイン [II]-(i)と (ii)の境界は x = ξで妥当なことが分かった。

A.4 ドメイン [II]-(ii)の層状秩序ψ(式 (3.64)の解)

ここではドメイン [II]-(ii)の ψを求める。満たすべき状態方程式 (3.64)は

ψ′′ = 4q20ψ sin2 [(ω′
0x− α/2)/2

]
− ψ/ξ2 (A.12)

であった。更に計算を進めるために sin z ∼ zとする。この近似は 0 < z < π/2なら zの大小に関係

なく成立する。従って状態方程式は ψ′′ = q20ψ (ω′
0x− α/2)2 − ψ/ξ2 となる。

ここで更に近似をする。ω < 0よりα/2 > ω′
0xが成り立つので，(α/2)−ω′

0x > (α/2)−ω′
0(L+ξ) =

αc − ω′
0ξが成立する。従って ψの方程式は

ψ′′ = q20ψ
(
ω′

0x− α/2
)2 − ψ/ξ2 (A.13)

として良い。これは量子力学の調和振動子の問題と同じであり，グラジエント項が運動エネルギーに，

カップリングエネルギーが線形バネの弾性エネルギーに対応する。そこで，量子的調和振動子の解法

と同様に，グラジエント項とカップリングエネルギーから決まる相関長 ξ̄ = 1/
√
q0ω′

0 で規格化した

座標 z = [x− α/(2ω′
0)] /ξ̄を用いて ψ = ρ exp(−z2/2)とすると式 (A.13)は

ρ′′ = 2zρ′ + ρ− ρ/ν (A.14)
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O
x

ω

-αc/2
-α/2

lb/2

L
ω

L+ξ

α/(2ω)0

(i)(ii)

ξ

(iii)

図 A.1: 図 3.13(b)のωのグラフを書き直したもの。α/(2ω′
0)はドメイン [II]-(i)，(ii)の直線をそのまま延ばした

ときの x軸の交点の座標である。また ωはスケール λで変化するので ω(x = L+ ξ) = ω(x = L)
[
1 +O(κ−1)

]
である。従って L+ ξ < α/(2ω′

0)が成り立っている。

となる。ただし ρ′′ は z についての 2 階微分を表し，ν = ω′
0ξ

2q0 である。ここで，ドメイン [II]-

(ii)では |z| � 1となることを示す。x < L + ξ であり，図 A.1のように L + ξ < α/(2ω′
0)であ

る。更にディレクターは λ のスケールで変化するので ω′
0 ∼ λ−1 であり L <∼ λ である。以上より

|z|>∼ κ/
√

(q0L)>∼
√
κ/(q0ξ)となり，London極限 κ → ∞で |z| � 1が成立する。従って，ドメイ

ン [II]-(ii)では z < 0より近似的に ρ = D (−z)(ν−1−1)/2となる。こうして式 (3.65)を得る。
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補 遺B 第4章の補遺

B.1 捩れ角α < αcにおけるTGBA，MGBA構造の自由エネルギー密度

の極値問題

ここでは，捩れ角 α < αcの場合の自由エネルギー密度を解析的に最小化する。この場合，TGBA

構造では式 (3.57)，MGBA構造では式 (4.6)と，捩れ角 α > αcの場合と比べて簡潔な形を持つ。こ

こでは簡単のためにTGBA構造の場合のみを取り上げるが，計算の概略はMGBA構造でも同じであ

る。自由エネルギー密度 (3.57)にTaylor展開した関数 tanhX = X
(
1 −X2/3 + 2X4/15

)
を代入す

ると

F̃ /(ψ2
0LyLzlb/2) = − P 2

t

2ξ2
+

1
2ξ2(κX + 1)

[
1 − P 2

t

(
−κ1

3
X3 +

2
15
κX5

)]
(B.1)

となる。ここで βt = (Pt/κ)
2，χ = κX とすると，

F̃ /(ψ2
0LyLzlb/2) = − P 2

t

2ξ2
+

1
2ξ2(χ+ 1)

(
1 +

βt

3
χ3 − 2βt

15κ2
χ5
)

(B.2)

となる。もし βt, χ <∼ 1なら χの 3次より高次な項は無視して良いことが分かる。従って，安定構造

は
(
1 + βtχ

3/3
)
/
[
2ξ2(χ+ 1)

]
の第 1項と第 2項のバランスで決まる。第 1項は粒界のエネルギーで

X(∝層状部分の長さ)を大きくして粒界の密度を減らす作用を持つ。第 2項はカップリングエネル

ギーで，X を小さくして螺旋秩序と層状秩序の競合を，層状部分を少なくして粒界の個数を増やすこ

とで解消する作用を持つ。式 (B.2)を χについて最小化すると，

χ−3 − βtχ
−1 − 2

3
βt = 0 (B.3)

となる。これを解くと実数解として，

χ−1 = 3

√√√√√βt

3

1 +

√
1 − βt

3

+ 3

√√√√√βt

3

1 −

√
1 − βt

3

 (B.4)

を得て，これから式 (4.10)が求まる。
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